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Capítulo 1 


Conceptos básicos 


1.1. La recta real 


Suponemos conocidos los números reales, así como su representación en la 
recta real. 

Los números reales se pueden representar mediante expresiones deci- 
males finitas o infinitas. Si la expresión decimal es finita o periódica infinita, 
entonces el número real se puede expresar como el cociente de dos números 
enteros y se dice que el número real es racional. Recíprocamente cualquier 
número racional (cociente de dos enteros) se puede expresar mediante una 
expresión decimal finita o infinita periódica. Cuando la expresión decimal 
tiene infinitas cifras que no se repiten de manera periódica se dice que el 
número real es irracional. 

Los números reales admiten una representación geométrica en una recta. 
En dicha representación cada número real se representa por un solo punto 
de la recta y cada punto de la recta representa un solo número real. En con- 
secuencia, hablaremos indistintamente de número o de punto. Por convenio, 
los números positivos se representan a la derecha del cero y los negativos a 
la izquierda. Se llama recta real a una recta en la que se han representado 
los números reales. 


3-2 -1 0 1 2 3 


El v2 id 


Figura 1.1: La recta real 


1.1.1. Orden, desigualdades e intervalos 


Definición 1.1 (Números positivos y números negativos). 1) Para 
cada número real a está definida una y sólo una de las siguientes relaciones: 
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a) a es mayor que cero (es positivo), a > 0; 
b) a es igual a cero, a = 0; 
c) a es menor que cero (es negativo), a < 0. 


2) Sia y b son números positivos, entonces 


a) Su suma es positiva, a + b > 0. 
b) Su producto es también positivo, ab > 0. 


Definición 1.2 (Orden en la recta real). Dados dos números reales a y 
b. Se dice que a es menor que b y se denota a < b, sib—a es positivo. 


a<b & b=-a>0 


Sia es menor que b, también se dice que b es mayor que a y se escribe b > a 
El símbolo a < b significa que a es menor o igual que b. 


Si a < b, entonces a se representa en la recta a la izquierda de b. 


Proposición 1.1 (Propiedades de las desigualdades). Si a, b,c yd 
son números reales, se tiene: 
1. Transitiva: Sia<byb<c, entonces a < c 
2. Aditiva: Sia <b yc< d, entonces a+c<b+d 
3. Sia < b, entonces, para cualquier número real c l a 
a=c<b=c 
4. Sia<byp>0, entonces ap < bp 
5 


Sia<byn<0, entonces an > bn 


Nota: En consecuencia, podemos decir que con las desigualdades se pueden realizar las 
mismas transformaciones que con las igualdades, salvo que al multiplicar o dividir, ambos 
miembros, por un número negativo hay que invertir el sentido de la desigualdad. Así, 


—2r <6 = >-3 
Una desigualdad en la que aparecen una o varias variables también se llama inecuación. 


Definición 1.3 (Intervalos). Sean a y b dos números reales tales que 
a < b. Se llama intervalo abierto de extremos a y b, al conjunto de puntos 
comprendidos entre a y b, excluidos dichos puntos 


(a,b) =[T ER/a<z<b) 


Se llama intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto de puntos com- 
prendidos entre a y b, incluidos dichos puntos 


[a,b] = {x ER/a<zx<b) 


Nota: Usamos paréntesis (a,b), tanto para representar el intervalo abierto (a,b), como 
para indicar el punto del plano de coordenadas (a,b). No obstante, el contexto determi- 


nará en cada caso a qué nos estamos refiriendo. 
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También se definen los siguientes tipos de intervalos: 


Intervalos semiabiertos 


(a,b) = {xr ER/a< x <b) 


(a,b] =4xER/a<z< bd) 
Intervalos infinitos 


00,b] = {x E R/z < b} 
00,b) = {z ER/z <b} 
a, +00) = [1 E€ R/a< zx} 
a, +00) = {x € R/a < zx} 
(—œ, +00) = R 


Ejemplo 1.1 (Resolviendo inecuaciones). Hallar el conjunto solución de las 
siguientes desigualdades 


a) 21-3<5 b) 3-20 <5 


Solución. a) Operando, como si se tratara de una ecuación, resulta: 


8 
22-3<5 > 21<5+3 => ten > xr<2 


Por tanto, el conjunto solución es el intervalo (—oo, 2). 


b) En este caso operamos de la misma manera, pero al dividir por -2 inver- 
timos el sentido de la desigualdad. Así, 


2 
3-2X<5 > —2r<5-3 => T> => => xx>-—1l 


Luego el conjunto solución es el intervalo (—1, +00). 


Ejemplo 1.2 (Resolviendo sistemas de inecuaciones). Hallar el conjunto 
solución del siguiente sistema de desigualdades 


2x + 1> -—1 
3zr—7<2 


Solución. Se trata de hallar la intersección de los conjuntos solución de 
cada una de las desigualdades. Para ello, resolvemos ambas inecuaciones 
por separado y luego hallamos la intersección 


2x +1 > -1 2x > —1-— 1 2x > —2 x>-1 
3r="7<2 3r<2+7 3r<9 x<3 


Luego el intervalo solución es [—1, 3] 
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Ejemplo 1.3 (Resolviendo inecuaciones dobles). Hallar el conjunto solución 
del siguiente sistema de desigualdades 


2-3x>-1 
2— 3r < 11 


Solución. Podemos resolver cada inecuación por separado, o bien, utilizar el 
hecho de que la expresión 2 — 3x aparece en ambas inecuaciones y trabajar 
conjuntamente. Así, 


2-3>-1 
Z —1<2— < 
a } 1<2-32<11 
restando 2 en los tres miembros, resulta 
—3 < -3r < 9 


y dividiendo por -3 
l>x>-3 


Luego el conjunto solución es el intervalo [—3, 1]. 


Ejemplo 1.4 (Resolviendo inecuaciones cuadráticas). Hallar el conjunto 
solución de la inecuación x? < 6x — 8 


Solución. El camino más fácil para resolver estas inecuaciones es dejar sola- 
mente cero en el segundo miembro. Así, 


xr? —6r+8<0 


hallamos las raíces del polinomio p(x) = z? — 6x + 8, 


6 v36- 32 62 l; 


2 2 2 


r?—6r+8=0 > r= 


Teniendo en cuenta que un polinomio cambia de signo sólo en sus ceros!, 
podemos resolver la desigualdad probando el signo del polinomio en cada 
uno de los intervalos 


<2, 2<x<4, r>4 


que puede hacerse eligiendo un punto cualquiera en cada uno de los intervalos 
y viendo el valor del polinomio en ese punto (puesto que en todo el intervalo 
el polinomio conserva el signo). Así, 


p(0)=+8>0, p(3)=9-18+8=-1<0, p(5)=25-30+8=+3>0 


Como la desigualdad se cumple sólo en el intervalo central, se concluye que 
el conjunto solución es 


2<x<4 es decir, el intervalo (2, 4) 


Iver Corolario 1.3 en la página 61 
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Ejemplo 1.5 (Resolviendo inecuaciones racionales). Hallar el conjunto solu- 
ción de la desigualdad 


y=2 
<2 
xr—4 
Solución. Dejamos cero en el segundo miembro, y operamos 
x—2 x—2 x—2-2xX+8 6—-zx 
2 2<0 0 0 
Sal" "4 = Í x—4 E nged“ 
Consideramos la función racional 
6-x 
Pi) = E 


Y teniendo en cuenta que una función racional puede cambiar de signo tanto 
en los ceros del numerador como en los ceros del denominador, resulta que la 
función puede cambiar de signo en los puntos: x = 4 y x = 6. Luego podemos 
resolver la desigualdad comprobando el signo de la función racional en cada 
uno de los intervalos 


x<d 4<xr<6 x>6 


que puede hacerse eligiendo un punto cualquiera en cada uno de los intervalos 
y viendo el valor de la función en ese punto. Así, 
6 1 —1 
0) = — <0, 5)=>>0, 7) =- <0 
r0 == r(5) =i r(7) =5 


Como la desigualdad se cumple sólo en los dos intervalos de los extremos, 
se concluye que el conjunto solución es 


x<d4 ó x> 6, es decir, la unión de los intervalos (—0o, 4) U (6, +00) 


1.1.2. Valor absoluto y distancia 


Definición 1.4 (Valor absoluto). Se llama valor absoluto de un número 
real x, y se denota por el símbolo |x|, a dicho número si es positivo, y a su 
opuesto si es negativo. 


Es decir, |x| representa la distancia desde el origen al punto zx. 
Ejemplo, |3| =3, [0] =0, |-3|=3. 
Nota: El valor absoluto de un número nunca es negativo. Puede sorprender que —x sea 
positivo, sin embargo, esto no es nada sorprendente, ya que podemos pensar en —(-3) = 
+3 que también es positivo, a pesar del signo menos inicial, ya que los dos signos menos 
se compensan. Igual ocurre con —x donde el signo menos que aparece de manera explícita 
se compensa con el signo menos que x= tiene implícitamente, ya que hemos supuesto, en el 


segundo apartado, que x es negativo. 
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Ejemplo 1.6. Eliminar el valor absoluto en las siguientes expresiones: 
(a) J1+42-YV3]  (b) |1 +v2- v10] 


Solución. Tenemos que comprobar si la expresión que hay dentro del valor 
absoluto da como resultado un número positivo o negativo, si es positivo la 
dejamos igual, y si es negativo la cambiamos de signo para convertirlo en 
positivo. En consecuencia: 

(a) 114 42-143] =1+v2- v3 

(b) |1 + 42- y10] =-(1+ v2- v10) =-1- v2 + v10 


Propiedades del valor absoluto 
1. |x| > 0 El valor absoluto nunca es negativo. 


2. |x| =0<zx=0 El valor absoluto igualado a cero se puede suprimir. 


2 


3. |e? = |z? = x£’ El valor absoluto elevado al cuadrado se puede suprimir. 


4. lx] = | = x| Dentro del valor absoluto se puede cambiar de signo. 
5. væ? = |z] 
6. —|æ| <x < |z| 


7T. |z+yl< lx] + ly] 


8. [zy] =]|x|- |y] 


Si p es positivo, se tiene: lx] <p 
9. |z| <pS-—p<zr<p —p 0 p 
2>p tel =p 7 
10. > ` x 
A ee Nesp 


Aunque formalmente no es correcto, esta propiedad puede expresarse 
de la forma: 
|z| > p&-p>r>p 


Habrá que tener en cuenta que cada desigualdad va por separado. 


Nota: Tenemos que tanto x como —x son raíces cuadradas de x°, ya que (+x)? = a? y 
(=x)? = a?. Sin embargo, en Cálculo, para evitar la ambivalencia, el símbolo yx denota 
exclusivamente la raíz no-negativa de zx. 

Así, por ejemplo, aunque 4 tenga dos raíces cuadradas, 2 y -2, con el símbolo y4 
solamente nos referimos a la raíz cuadrada positiva V4 = +2. Para indicar la raíz cuadrada 


negativa tendremos que explicitarlo con un signo menos —y4 = —2. 
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Ejemplo 1.7 (Ecuaciones con valor absoluto). Resolver las siguientes ecua- 
ciones: 


l.le-5/=4, 2 J2-5)=-4, 3.Ju-5)=0, 4.[2+1]=3%-9 


Solución. 


—5=4 x=09 
1. l-5]=4 > ó 
u—5=-4 a=1 


2. lrx-5|=-4 No tiene solución. 


+1>0 } EN 
T = 


4. |z+1|= 3z- 9 => x+1=3x-9 10 = 2x >75 
ó 
xr+1<0 x<-—1 N 
-a-1=30-9 | 8=4% 9 


En general, el método más directo de atacar un problema referente a va- 
lores absolutos requiere la consideración por separado de distintos casos. En 
particular, siempre habrá que considerar si lo que hay dentro del valor abso- 
luto es positivo o es negativo. Sin embargo, en ocasiones pueden emplearse 
otros métodos más sencillo, por ejemplo, la ecuación |r+1| = 3x—9 también 
puede resolverse gráficamente, estudiando los puntos de corte de las gráficas 
de las funciones f(x) = |x + 1| y g(x) = 3x — 9. Otra manera de abordar 
esta ecuación es resolviendo la ecuación irracional: y (1 + 1)? = 3x — 9 


Ejemplo 1.8 (Desigualdades con valor absoluto). Resolver las siguientes 
desigualdades: 


1. le-11<3, 2 |2-4*|<6, 3. la] > 2 
4. jz-1[>2 5. |2r=3|<-2, 6. Ja 2 


Solución. 
1. læ- 1| <3 -3<zr-1<3>-—2<zr<4=>rE€ ]|-2,4] 
2. [2-41 <6 = —6 < 2 — 4r < 6 > -8 < —4r < 4> 2 > r > -1 > 


>-1<1<2>:x€|-1,2] 


x>2 
3. elz2= f ra } = z e (—00,-2] U [2, +00) 
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x>3 
4. |lr-1]>2>-2>1-1>2>-1>2x>3> FE > 
TÉ (oo, -1] U [3, +00) 


5. |[2x-—3|<-2= No tiene solución. 


6. |2x-—3|>-2= Se cumple siempre, luego x € (—0o0, +00) 


Ejemplo 1.9 (Sistemas de desigualdades). Resolver el sistema de desigual- 
dades: 


[27 — 2] <4 
[27 — 3] > 1 


Solución. Resolvemos cada desigualdad por separado y luego hallamos la 
intersección de los conjuntos solución. 


[27 —2| < 4 -4<2xX-2<4=>-2<2%2<6=>-1<x<3 
r>2,> 
e 
> x € [ -1,1] ù [2,3] 


Expresión de intervalos mediante valor absoluto 


Cualquier intervalo se puede expresar en términos de valor absoluto de la 
siguiente forma: 


a+b _b-—a 
[a0] = fx R/ |z 3 |< 3 } 


Si m es el punto medio del intervalo [a,b], y r el radio, entonces: 
jz- m| <r 


Para hallar el punto medio de un intervalo basta con hallar la media aritmética de sus 
extremos. es decir, el punto medio del intervalo (a, b) es 


a+b 
2 


Ejemplo 1.10 (Expresión de intervalos mediante valor absoluto). Expresar 
mediante valor absoluto los siguientes intervalos: 


1. [-2,2], 2.[-1,3], 3. (-00,-2]U[2,+00), 4. (-00,1]U[5, +00). 
Solución. 


1. [-2,2] =[(x€ER/ |x| < 2) 
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2. [-1,3]=[x€R/ |x-1|<2) 
3. (—00,-2]U[2,+00) = {r E€ R/ |x| > 2) 
4. (-00,1]U[5,+00) =[x€R/ |x-—3|] > 2) 


Ejemplo 1.11. Expresión mediante valor absoluto de un entorno reducido, 
es decir, de un entorno en el que se ha suprimido el centro. Por ejemplo, 
un entorno reducido de 4 de radio 2. 


Solución. 
(2,4)U(4,6)=[x€R/ 0< lx —4| < 2) 


La manera de expresar que x 4 4 es mediante la desigualdad 0 < |x — 4] 


Distancia entre dos puntos de la recta real 


Definición 1.5 (Distancia entre dos puntos de la recta real). La 
distancia entre dos puntos zı y x2 de la recta real, viene definida por el 
valor absoluto de su diferencia 


d = |x3 — x21| = (z2 — 21)? 


Nota: El orden en que se restan los puntos 11 y 12 no importa, ya que |12— 11] =|121—x2] 

A la diferencia de los números (sin el valor absoluto) se le llama distancia dirigida. 
Así, 

a) la distancia dirigida de 11 a £2 es £2 — £1; y, 

b) la distancia dirigida de x2 a 11 es 11 — 22. 

En consecuencia, la distancia dirigida es positiva cuando se mide hacia la derecha 
(orden creciente de los números) y negativa cuando se mide hacia la izquierda (orden 


decreciente de los números). 
Ejemplo 1.12 (Distancia en la recta). Hallar la distancia entre -2 y 5 
Solución. a) La distancia entre -2 y 5 viene dada por: 

d= |5- (-2)] = |7| =7 


b) La distancia dirigida desde -2 a 5 es 5-(-2)=7 
c) La distancia dirigida desde 5 a -2 es -2-5=-7 


=== Distancia = 7 === 


3. =2 -—1 0 1 2 3 4 5 6 


Figura 1.2: Distancia en la recta real 
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Ejercicios propuestos de la sección 1.1. La recta real 


Soluciones en la página 379 


1.1.1. Resolver las desigualdades: 
1 2 
a)e< z b) 3 < r° — 6r +8 <8 


1.1.2. Resolver las ecuaciones: 


gz—2 
-6| = 2 b = 
a) [3x — 6| = x + ) E 3 
1.1.3. Resolver las desigualdades 
gz-—2 
a) [3x — 6| < x +2 b) i <3 
x— 


1.2. El plano y el espacio cartesiano 


1.2.1. Sistema rectangular de coordenadas cartesianas 


a) Plano cartesiano. Un sistema de coordenadas rectangulares o carte- 
siano, en el plano, se construye mediante dos rectas perpendiculares, lla- 
madas ejes de coordenadas. La recta real horizontal se llama tradicional- 
mente eje x y la vertical eje y. Su punto de intersección se llama origen de 
coordenadas. 

Los ejes de coordenadas dividen al plano en cuatro partes llamadas cua- 
drantes. 

Cada punto del plano se identifica por un par ordenado (x, y) de números 
reales, llamados coordenadas del punto. El número x se llama coordenada zx 
o abscisa y representa la distancia dirigida desde el eje y al punto. El número 
y se llama coordenada y u ordenada y representa la distancia dirigida desde 
el eje x al punto. 


y 
Cuadrante II 3 Cuadrante I 
A 
yC- 2Y 
i zi 
Y oz 
x 273 
Origen 


Cuadrante III 3 Cuadrante IV 


Figura 1.3: El plano cartesiano 
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Nota: Usamos paréntesis (a,b), tanto para representar el intervalo abierto (a,b), como 
para indicar el punto del plano de coordenadas (a,b). No obstante, el contexto determi- 


nará en cada caso a qué nos estamos refiriendo. 


b) Espacio cartesiano. Un sistema de coordenadas rectangulares o carte- 
siano, en el espacio, se construye mediante tres rectas perpendiculares, lla- 
madas ejes de coordenadas. El primer eje se llama tradicionalmente eje x, 
el segundo eje y, y el tercero eje z. Su punto de intersección se llama origen 
de coordenadas. 

Un sistema de referencia tridimensional puede tener orientación positiva 
u orientación negativa. Tiene orientación positiva si un “tornillo” situado 
en el eje z que gire desde el eje x hacia el eje y, avanza hacia la dirección 
positiva del eje z; y orientación negativa si avanza en dirección contraria 


zZ Z, 


Y Y 


Orientación positiva Orientación negativa 


Figura 1.4: Las dos orientaciones del espacio. 


Los ejes de coordenadas, tomados de dos en dos, determinan tres planos 
coordenados, denominados por plano xy, plano xz y plano yz. Estos planos 
coordenados dividen el espacio en ocho regiones llamadas octantes. El primer 
octante es aquel en que las tres coordenadas son positivas. 

Cada punto del espacio se identifica por una terna ordenada (x,y,z) 
de números reales, llamados coordenadas del punto. El número zx se llama 
coordenada x o abscisa y representa la distancia dirigida desde el plano yz 
al punto. El número y se llama coordenada y u ordenada y representa la 
distancia dirigida desde el eje xz al punto. El número z se llama coordenada 
z o cota y representa la distancia dirigida desde el eje xy al punto. 


Ple.y,z) 


Figura 1.5: El espacio cartesiano 


1.2.2. Distancia entre dos puntos 


a) En el plano. Para hallar la distancia entre dos puntos del plano (x1, y1) 
y (22, y2). Formamos con ellos un triángulo rectángulo, con lados paralelos 
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a los ejes de coordenadas, y aplicamos el teorema de Pitágoras. 


Figura 1.6: Distancia entre dos puntos 


En su virtud, resulta 
dl = (z2 — 21} + (ya — y1) 


de donde, tomando la raíz cuadrada positiva, ya que la distancia entre dos 
puntos es un número positivo, resulta 


d= y (£2 — £1)? + (ya — y1)? 


Proposición 1.2 (Distancia entre dos puntos del plano). La distancia 
d entre los puntos (11,y1) y (£2, y2) viene dada por 


d= y (£2 — 21)? + (ya — y1)? 


b) En el espacio. Para hallar la distancia entre dos puntos del espacio, 
(£1,Y1,21) y (£2, Y2, 22), se aplica el teorema de Pitágoras dos veces y se 
obtiene la siguiente fórmula 


d= y (22 — £1)? + (y2 — y1)? + (22 — 21)? 


c) En el espacio n-dimensional. Se llama punto x de un espacio n- 
dimensional al conjunto ordenado (n-upla) de números reales (11, 12,:** , Tn) 
El número z; se llama coordenada ¿-ésima del punto x; i = 1,2,..., n. 


Definición 1.6 (Distancia entre dos puntos de R”). La distancia 
entre dos puntos X = (11,***,Tn) e y = (y1,""* ,Yn) se define por la 
fórmula 


d(x, y) = Y (11 = y1)? +++: (En — Yn)? (1.1) 


Ejemplo 1.13 (Distancia entre dos puntos). Hallar la distancia: 


a) Entre los puntos (-2,4) y (2,1). 
b) Entre los puntos (2,2,3) y (3,4,5). 


Solución. Aplicando, en cada caso, la fórmula (1.1), resulta 
a) d= yL-ED2+ (1-4? = VI6 F9 = v25 =5 
b) d= (8-2)? +(4- 22 P 
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1.2.3. El círculo y la esfera 


a) La circunferencia en el plano. Teniendo en cuenta que la circunferen- 
cia de centro (xo, yo) y radio r está formada por los puntos del plano cuya 
distancia al centro (xo, Yo) es el radio r, resulta 


Proposición 1.3 (Ecuación de la circunferencia). El punto (x,y) 
está en la circunferencia de centro (xo, yo) y radio r si y sólo si 


(1— 20) + (y— yo)" =r? (1.2) 


Demostración. En efecto, si (x,y) es un punto de la circunferencia, su dis- 
tancia al centro (xo, Yo), será r, en consecuencia 


VO =r 


y elevando al cuadrado los dos miembros de la igualdad se obtiene la ecuación 
de la circunferencia 


(£ — xo)? + (y — yo)? = 1? 


Si la circunferencia tiene su centro en el origen de coordenadas (0,0) y 
radio r, su ecuación será 
224 y? =p? 
Se llama círculo o disco al interior de una circunferencia. En consecuencia 


Proposición 1.4 (Ecuación de un círculo o disco). El punto (x,y) 
está en el círculo de centro (xo, Yo) y radio r si y sólo si 


2 2 2 
(£ — 20) + (y — yo)? <r (1.3) 
Si consideramos que el círculo incluye la circunferencia, su ecuación es 


(x — xo} + (y — yo)? <r’? 


y y 
(x, y) (x,y) 
T T 
(£ — z0)? + (y — yo)” = r° (x — zo)? + (y — yo)? < r° 


Figura 1.7: Circunferencia y círculo 


Ejemplo 1.14 (Hallando la ecuación de una circunferencia). Una circunfe- 
rencia tiene su centro en el punto (—2,1) y contiene al punto (1,3) 

a) Halla la ecuación de la circunferencia 

b) Halla la ecuación del círculo delimitado por la circunferencia 
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Solución. El radio es la distancia entre el centro (—2, 1) y el punto (1,3). En 
consecuencia, 


r=/-CIP+ 61) = V9+4=V13 
Por lo tanto, se tiene: a) Ecuación de la circunferencia. 
[z — (2 + (y - 1}? = (v13) 


de donde, 
(z +2) + (y - 1) =13 


b) Ecuación del círculo. 


(z +2)? +(y-1)} <13 


(1,3) 


8 


Figura 1.8: (x +2)? + (y — 1)? < 13 


Ecuación general de la circunferencia. Si en la ecuación canónica de la 


circunferencia 


(x — r0)? + (y — yo)? =r? 


eliminamos los paréntesis y simplificamos, resulta una ecuación del tipo 
Ax? + Ay 4Dx+Ey+F=0, AJO (1.4) 


que es la forma general de la ecuación de la circunferencia. 
Nota: Observese que los coeficientes de x? y de y? han de ser iguales para que se trate 


de una circunferencia. 


Ejemplo 1.15 (Completando cuadrados). Hallar el centro y el radio de la 
circunferencia cuya ecuación en forma general es 


4a? + 4y? + 4z — 16y+13=0 


Solución. Pasamos de la forma general a la forma canónica completando 
cuadrados. Para ello, en primer lugar dividimos por 4 para que los coefi- 
cientes de z? e y? sean 1. 

13 


4r? + 4y? + 4r — 16y +13=0 => a+y +2 dy4 q =0 
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en segundo lugar agrupamos los términos semejantes. 
(enpe PFU Sdp j= 


Completamos los cuadrados 


1 13 1 
(+1241) (y? 4y+4)=-7+t3t+t4 
L i APARE 
(mitad)? (mitad)? 


de donde resulta 
11? 
(2+3) + (y-2)=1 
y por tanto, la circunferencia tiene centro en el punto (=, 2) y radio 1. 


Ejemplo 1.16 (Conjunto solución con un único punto). Discutir la gráfica 
de la ecuación 


3x? + 3y? — 18x — 12y + 39 = 0 


Solución. Pasamos de la forma general a la forma canónica completando 
cuadrados. Para ello, en primer lugar dividimos por 3 para que los coefi- 
cientes de z? e y? sean 1. 


3x? + 34% — 18x — 12y +39=0 > a%+y?-6r-4y+13=0 


en segundo lugar agrupamos los términos semejantes 


(£? —6r+ )+(y?-—4y+ )=-13 
completamos los cuadrados, con lo que resulta 
(z? — 6x +9) + (y? — 4y +4) = -13 +9 + 4 


de donde 
(z -3)} + (y - 2}? =0 
y esta ecuación sólo se cumple cuando x = 3 e y = 2. Es decir, la gráfica de 


la ecuación se reduce al punto (3, 2) 


Ejemplo 1.17 (Ecuación sin conjunto solución). Discutir la gráfica de la 
ecuación 


r? +y +2r—4y+9=0 
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Solución. Pasamos de la forma general a la forma canónica completando 
cuadrados. Agrupamos los términos semejantes, tenemos 

(£? +2r+ )+(y44-4y+ )+9=0 


completando cuadrados 


de donde resulta 

(1+1)+ (y-2)=-4 
que no tiene solución ya que la suma de dos cuadrados no puede dar un 
resultado negativo. 
Nota: La ecuación general Ax? + Ay? + Dx + Ey + F = 0 no siempre representa una 
circunferencia, sino que, en algunas ocasiones se reduce a un punto, y en otras no tiene 
solución 
b) La esfera en el espacio. Teniendo en cuenta que la superficie esférica 
de centro (£o, Yo, zo) y radio r está formada por los puntos del espacio cuya 
distancia al centro (xo, Yo, 20) es el radio r, resulta la siguiente 


Proposición 1.5 (Ecuación de la superficie esférica). El punto 
(x,y,z) está en la superficie esférica de centro (20, Yo, Zo) y radio r si 
y sólo si 

(z — x0)? + (y — yo)? + (2— 20) = r? (1.5) 


Demostración. En efecto, si (x,y,z) es un punto de la superficie esférica, su 
distancia al centro (£o, Yo, 20), será r. En consecuencia 


y(x — 20)? + (y — yo)? + (2— 20)? =r 


y elevando al cuadrado los dos miembros de la igualdad se obtiene la ecuación 


de la superficie esférica 
(x — 20) + (y — yo)? + (2-20) =r 


Si la esfera tiene su centro en el origen de coordenadas (0, 0,0) y radio 
r, la ecuación de la superficie esférica será 


a+ yy =p? 


Se llama esfera o bola al interior de una superficie esférica. En conse- 
cuencia 


Proposición 1.6 (Ecuación de una esfera o bola). El punto (x,y,z) 
está en la esfera de centro (Zo, Yo, zo) y radio r si y sólo si 


(x — 20) + (y — yo)? + (2-20) < r? (1.6) 
Si consideramos que la esfera incluye la superficie esférica, su ecuación es 


(x — z0)? + (y — yo)? + (z -= 20)? < r? 
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Ejemplo 1.18 (Hallando la ecuación de una esfera). Una superficie esférica 
tiene su centro en el punto (—2, 1,3) y contiene al punto (1,3, 2) 


a) Halla la ecuación de la superficie esférica 


b) Halla la ecuación de la esfera delimitada por la superficie esférica 


Solución. El radio es la distancia entre el centro (—2, 1,3) y el punto (1, 3, 2). 
En consecuencia, 


r= y [1 - (292 + (3 — 1)2+ (2-3)? =V9+4+1=v14 
Por lo tanto, se tiene: a) Ecuación de la superficie esférica. 
[æ — (2% + (y — 1} + (2-3) = (v14) 


de donde, 
(1 +2)? + (y - 1? + (2-3)? = 14 


b) Ecuación de la esfera. 


2 + (yo Dé (2 3 <14 


Ejercicios propuestos de la sección 1.2. El plano y el espacio 
cartesiano 


Soluciones en la página 379 


1.2.1. Hallar x tal que la distancia del origen al punto (x, 4) sea 5. 
1.2.2. Hallar y de modo que la distancia de (—1, 2) a (2, y) sea 5. 


1.2.3. Discutir las gráficas de las ecuaciones: 


a) £? +y’ +6r—4y+12 b)a?+y"-20+4y+5=0 c) 2 +y?-41—6y+14=0 
1.2.4. Hallar, en cada caso, el conjunto de todos los puntos que verifican la desigualdad 


a) 1?+y?—6x-4y+9<0 b) z?’+y’—4r—2y+1>0 c)a?+y"+20—4y+6<0 


1.3. Funciones 


1.3.1. Definiciones 


En la vida real nos encontramos con magnitudes que están relacionadas entre 
sí, bien, porque existe una relación numérica entre ella, de manera que el 
valor de una de ellas depende del valor de la otra. Por ejemplo la distancia 
recorrida por un automóvil depende del tiempo que lleva circulando. La 
demanda de un determinado producto depende de su precio; o bien, porque 
existe entre ellas una relación no numérica, de cualquier naturaleza. Por 
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ejemplo los ciudadanos y los países del mundo están relacionados por la 
nacionalidad. 

De las causas de estas relaciones se ocupan las distintas ramas del saber 
(Física, Economía, Derecho, etc.). En Cálculo nos ocupamos del estudio de 
estas relaciones vistas en sí mismas, desposeyéndolas del significado material 
de las magnitudes que intervienen. Además, nos limitamos, en gran medida, 
a un tipo particular de relaciones denominadas funciones. 

Una función es una correspondencia entre dos magnitudes (numéricas 
o no numéricas). Ahora bien, cuando nos referimos a funciones, la corres- 
pondencia siempre hay que entenderla en una dirección determinada, por 
ejemplo, el espacio función del tiempo (el espacio sería la imagen y el tiem- 
po el origen). No obstante, hay que advertir que no se considera función a 
cualquier correspondencia, sino que para que una correspondencia sea fun- 
ción, la imagen de cada elemento tiene que ser única y estar bien determi- 
nada. Por ejemplo, la relación entre los ciudadanos y los países del mundo 
mediante la nacionalidad no es una función, porque existen ciudadanos con 
doble nacionalidad. Es decir, para que una correspondencia sea función, los 
originales no pueden tener más de una imagen, si bien, varios originales 
distintos sí que pueden tener la misma imagen. En consecuencia una corres- 
pondencia puede ser función en un sentido y no serlo en el sentido contrario. 
Nota: Aunque el concepto de función nace del estudio de la relación existente entre 
dos magnitudes que están vinculadas por una relación de causalidad (causa-efecto), y se 
establece la causa como variable independiente y el efecto como variable dependiente. Sin 
embargo, en Matemáticas se pueden establecer funciones entre dos magnitudes, aunque 
no exista ningún tipo de causalidad entre ellas. Es decir, se pueden establecer relaciones 
de manera artificial. 

La idea de «función» que se adquiere en los primeros contactos con el 
Cálculo, tanto en la Enseñanza Secundaria como en el Bachillerato, por 
lo común, suele identificar el concepto de función con una «fórmula», por 
ejemplo 

f(z) = xz? — 5x +6, 


y se entiende que esta fórmula asocia a cada número real x otro número real 
f(x). Basta sustituir x por un número concreto y hacer las operaciones indi- 
cadas, para obtener su imagen. También se comprende que ciertas fórmulas, 


tales como 
g(x) = VI 4, 


no estén definidas para todos los números reales, y por tanto, que haya 
números reales que no tengan imagen mediante dichas funciones, de ahí el 
estudio de los dominios. Sin embargo, el alumno de Secundaria, e incluso el 
de Bachillerato, se suele resistir a comprender que haya funciones definidas 
«a trozos», «en partes», o «según los casos». Es decir, funciones en las que 
no todos los números tienen el mismo tratamiento, sino que según sea el 
número se le aplica una fórmula u otra para calcular su imagen. El ejemplo 
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más característico de este tipo de funciones es la función valor absoluto 
h(x) = |x| 


que se define «a trozos» de la siguiente forma 


x siz>0 
ho) =( —=x six<0O 


Más incomprensible suelen se las funciones que se definen «con un punto 
aparte» como la función 


ke) =d == sixfo0 


1 six=0 


o las funciones definidas «según la naturaleza» del punto, como por ejemplo 


of x sireQ 
lo) =4 =x sizeR-Q 


en donde a los números racionales se les aplica una fórmula y a los irra- 
cionales otra. 

Dentro de esta asociación de ideas, función versus fórmula, todavía es 
mucho más incomprensible el hecho de que haya funciones para las que no 
exista una «fórmula» que las represente. 

Otra asociación de ideas que también suele resultar perniciosa a la ho- 
ra de generalizar el concepto de función es el identificar la función con su 
«gráfica». Tanto la «fórmula» como la «gráfica» son dos instrumentos que 
nos ayudan, enormemente, a comprender el concepto de «función», pero no 
debemos identificar los instrumentos con el concepto mismo, ni sentirnos 
“atrapados” por los instrumentos a la hora de generalizar los conceptos. 

Estas identificaciones de ideas que realizan los alumnos de Secundaria y 
Bachillerato no nos deben de preocupar en demasía ya que responden a las 
mismas identificaciones de ideas que han realizado los matemáticos a lo largo 
de la historia de las Matemáticas, pero es bueno explicitarlas y ponerlas de 
manifiesto con objeto de superarlas. 

Estas observaciones ponen de manifiesto que el requisito de que una fun- 
ción sea una fórmula es indebidamente restrictivo, y más aún, el identificar 
las funciones con sus gráficas. Por otro lado, también resulta importante 
hacer una clara distinción entre la función misma y los valores de la función. 
Es decir, una cosa es la función f y otra el valor f(x). 

Una primera aproximación al concepto de función podría ser la siguiente 
definición: 

Una función f de un conjunto A a un conjunto B (A y B no necesaria- 
mente distintos) es una regla de correspondencia que asigna a cada elemento 
x de un cierto subconjunto D de A, un elemento (y sólo uno) bien determi- 
nado y de B (además, ni A ni B pueden ser el conjunto vacío). 
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Esto lo indicaremos de la siguiente forma, 


DCAŻB o bien f:DCA=>B 
f:x=y, obien y= f(x) 


Esta definición admite la posibilidad de que la función pueda no estar 
definida para ciertos elementos de A, así como que haya elementos de B que 
no sean imágenes de elementos de A. Es decir, que tanto en A como en B 
puede haber elementos no relacionados mediante la función f. Y además, 
admite la consideración de funciones para las cuales los conjuntos A y B no 
son necesariamente de números reales. Sin embargo, la definición presenta 
un inconveniente y es que no es totalmente clara, ya que no se define lo que 
deba interpretarse por «regla de correspondencia». 

Una forma más precisa de definir el concepto de función consiste en 
imaginarla como el conjunto formado por las parejas de elementos que están 
relacionados entre sí. La función así concebida sería un conjunto de pares 
ordenados f C Ax B. Evidentemente cualquier conjunto de pares ordenados 
no define una función, ya que el primer elemento de las parejas no se puede 
repetir dentro del conjunto. La función, así concebida, sería un conjunto, y 
la podemos pensar como el conjunto de puntos que integran la gráfica de la 
función. La definición, en estos términos, es la siguiente: 


Definición 1.7 (Función). Sean A y B conjuntos (no vacíos y no nece- 
sariamente distintos). Una función de A a B es un conjunto f de pares 
ordenados de Ax B con la propiedad de que si (a,b) y (a,b') son elementos 
de f, entonces b = 0. 


f=[(a,b) E AxB] (a,b) ef y (a,b) E f> b=b} 


Resulta conveniente tener siempre presente esta doble concepción de las 
funciones: una estática, como un conjunto de pares ordenados (a,b); y otra 
dinámica, como una transformación del primer elemento de cada par en el 
segundo b = f(a). 

Si (a,b) es un elemento de una función f, entonces, en vez de escribir 
(a,b) € f, se escribe: 


b=fla) ó f:arb 


es decir, por lo general, se hace referencia al elemento b como el valor de f 
en el punto a, o la imagen de a bajo f. 

Al exigir que la imagen ha de estar bien determinada lo que estamos 
haciendo es eliminar la posibilidad de definir una función mediante la que 
se estableciera, por ejemplo, que la imagen de 4 será 2 o —2, según nos 
convenga en cada caso. 


Dominio y recorrido de una función 
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Dominio. Al conjunto de todos los elementos de A que pueden aparecer 
como primeros miembros de elementos de f se le llama dominio de f, y 
se denota por Df, o simplemente D. Es decir, el dominio está formado 
por todos los elementos de A que tienen imagen. 


Recorrido. Al conjunto de todos los elementos de B que puedan aparecer 
como segundos miembros de elementos de f se le llama rango, recor- 
rido, imagen o conjunto de valores de f y se denota por Rf, o simple- 
mente R. Es decir, el recorrido está formado por todos los elementos 
de B que son imagen. 


En el caso de que Dp = A, la función se llama «aplicación», y se dice que 
f mapea o proyecta A en B (o que es un mapeo o proyección de A en B) y 
se escribe f : A= B. 


Nota: No obstante, hay que advertir que algunos autores exigen en la definición de función 
que el dominio coincida con el conjunto inicial, Ds = A, e identifican «función» con 
«aplicación». 

Sin embargo, nosotros entendemos que no es necesario incluir dicha restricción en la 
definición de función, y preferimos considerar las «aplicaciones» como un caso particular 
de las «funciones». 


Nosotros hablaremos indistintamente de la función f : A — B con dominio DC A, y 
de la aplicación f : D — B, salvo que, por cualquier motivo, tengamos que diferenciarlas. 
Y, en general, escribiremos f : D C A — B para hacer referencia a cualquiera de las dos 
funciones. 

En las funciones que se estudian en Cálculo los conjuntos A y B son 
subconjuntos de R o de R”, y escribiremos: 


f:DCR—=R 
f: x y o bien, y= f(x) 


En esta notación se enfatiza el dominio D de la función, sin embargo, el 
rango no queda explícito. En Cálculo nos ocupamos mucho más del dominio 
que del rango. Las funciones de este tipo se llaman funciones reales de una 
variable real (funciones reales porque las imágenes, f(x), son números reales; 
de una variable real porque x € R). 


1.3.2. Representación de funciones 


Existen diversas maneras de visualizar una función, las más usuales son 
mediante las cuatro representaciones siguientes: 


1. Verbal -mediante una descripción con palabras. 
2. Numérica -mediante una tabla de valores. 
3. Algebraica— mediante una ecuación. 
4. Visual — mediante—una gráfica, 
-un diagrama de flechas, 
-una máquina. 
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Unas representaciones responden mejor a la concepción estática de la 
función, como conjunto de pares ordenados; y otras a la concepción dinámi- 
ca, como proyección o transformación. 

Nota: Si bien, una misma función puede representarse mediante todas las maneras posi- 
bles, incluso, a veces, es conveniente utilizar varias representaciones de una misma función 
para tener un conocimiento más completo de la misma. Hay que tener en cuenta que 
ciertas funciones se describen de manera más natural con uno de los métodos que con 


otro. 


a) Descripción verbal. Una función puede venir definida mediante una 
descripción verbal. Por ejemplo, la función que indica la relación existente 
entre el peso de las manzanas y el precio que hay que pagar por ellas, 
supomiendo que el kilo de manzanas cuesta 1.5 euros. 


b) Representación tabular. Una manera importante de representar una 
función es mediante una tabla. Es lo que hacemos, normalmente, cuando 
vamos a representar gráficamente una función: darle valores y formar una 
tabla con ellos. La tabla puede construirse de manera horizontal o vertical. 


Este procedimiento es especialmente útil cuando se trata de representar 
funciones no numéricas. Por ejemplo, si queremos asociar una serie de países 
con sus capitales, podemos tener la siguiente función: 


País Capital 
Argentina | Buenos Aires 
Chile Santiago 
España Madrid 
México México 
Perú Lima 


c) Expresión algebraica. En Cálculo la principal manera de representar 
una función es mediante una ecuación que liga a las variables (dependiente e 
independiente). Para evaluar la función se aísla la variable dependiente en la 
parte izquierda de la ecuación, con objeto de obtener la relación funcional. 
Así, si escribimos la ecuación 3x + 2y = 1 de la forma 


_ 1-32 


Y 2 


tenemos descrita y como función de x y podemos denotar la relación fun- 
cional mediante la expresión 


_ 1-32 


fa) == 
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Lo que nos permite evaluar la función f en cualquier punto de su dominio, 
sin más que sustituir x por el valor concreto. Así, 


1-3(5) -14 
5 4 th == 7 
Esta manera de expresar las funciones permite definir funciones por sec- 
ciones, es decir, mediante varias fórmulas, de tal manera que según los casos 


se aplica una u otra. 


Ejemplo 1.19 (Evaluando una función definida por varias fórmulas). Dada 
la función definida por 


2 A 

+3 sixz>l 
f(x) = l 

22+5 six<l 


Evaluar f(0), FU) y FO). 


Solución. Lo que significa la expresión de f(x) es que antes de decidirnos por 
la fórmula a aplicar hay que ver de qué número se trata. Así, para evaluar los 
números mayores o iguales que 1 se aplica la expresión 1?+3, y para evaluar 
los números menores que 1 se aplica la expresión 2x + 5. En consecuencia, 


FM =12+3=1+3=4 
f(2)=2+3=4+3=7 


d) Gráfica. Una manera de visualizar una función es por medio de una 
gráfica. La gráfica de una función de una variable, por lo general, es una 
curva en el plano. Sin embargo, no toda curva del plano es la representación 
de una función. Para que una curva represente una función no puede tener 
dos puntos en la misma vertical, ya que para que una correspondencia entre 
dos magnitudes sea función, la imagen tiene que ser única. Por lo tanto, una 
recta vertical puede cortar a la gráfica de una función a los sumo una vez 
(test de la recta vertical). 


Ya 


Figura 1.9: Gráfica de una función de una variable. La circunferencia no es la gráfica de 
una función (test de la recta vertical). 
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Nota: Aunque la gráfica de una función y la propia función son dos conceptos totalmente 
diferentes (la gráfica no es más que uno de los multiples instrumentos que podemos utilizar 
para visualizar la función), es usual identificar una función con su gráfica. Así, por ejem- 


2 como si ambos conceptos fueran lo mismo. 


plo, es costumbre referirse a la parábola y = x 
(Nosotros, para evitar sutilezas, por lo general, diremos la parábola de ecuación y = r’). 

De lo dicho se desprende que existe una gran cantidad de «curvas» que 
quedan excluidas del concepto de función, entre ellas, la circunferencia y la 
elipse. Sin embargo, no por ello quedan excluidas de nuestro estudio. Sino 
que aplicaremos las propiedades de las funciones a las correspondencias que 
no lo son descomponiéndolas en funciones. Por ejemplo, la ecuación de una 
circunferencia z? +y? = 1 no representa (globalmente) una función, ya que 
para cada valor de una de las variables hay dos valores de la otra, con lo 
cual se viola el concepto de función. En consecuencia, la descomponemos en 
dos funciones: una que toma el valor positivo (semicircunferencia superior), 
y otra el valor negativo (semicircunferencia inferior). En efecto, tenemos: 


-4 /I z 
S a Ts” i a 


2 2 
=] = =] S > = 215 / 
o +y Y T Y A e 


Figura 1.10: La circunferencia no es una función, pero podemos descomponerla en dos 
funciones. 


e) Diagrama de flechas. Existe otra manera de visualizar una función, 
sobre todo a nivel teórico, como una proyección de una parte del conjunto 
A hacia una parte del conjunto B. Para visualizarla se utiliza un diagrama 


de flechas. 
© © 


Figura 1.11: Función vista como proyección 


Cuando (a,b) € f, nos imaginamos que f toma el elemento a del subcon- 
junto Dș de A y lo proyecta o mapea en el elemento b = f(a) del subconjunto 
Ry de B. 
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f) La función como una máquina. Existe otra manera de visualizar una 
función, concebida como una transformación, especialmente útil para com- 
prender algunas propiedades teóricas, y que consiste en imaginar la función 
como una «máquina» que acepta elementos de Df como materia prima pro- 
duciendo elementos correspondientes de Rf como producto final. 


Figura 1.12: La función como una máquina de transformación. 


Esta representación aclara la diferencia entre f y f(x); lo primero es la 
máquina y lo segundo el producto de la máquina al ser alimentada por x. 


1.3.3. Dominio implícito de una función 


El dominio de una función puede venir expresado explícitamente junto con 
la ecuación que define la función (dominio explícito), o bien, no se expresa 
porque se entiende que viene determinado implícitamente en la ecuación que 
define la función (dominio implícito). El dominio implícito es el conjunto de 
todos los números para los que está definida la ecuación que define la función. 
Por ejemplo, la función 


Fa)=v3+3 xe€(l, 6, 13) 


tiene como dominio explícito solamente D¿ = (1, 6, 13), y por tanto sólo se 
debe aplica a los número indicados, mientras que la función 


Fa)=v23+3 


tiene como dominio implícito D¿ = {x /x > —3) que son todos los números 
para los que tiene sentido la ecuación que define la función. 

En las aplicaciones prácticas del Cálculo, cuando se conoce el significado 
de las magnitudes que intervienen, el dominio de la función, por lo general, 
queda determinado por el contexto del problema (dominio contextual). 


Ejemplo 1.20 (Hallando el dominio de una función). Encontrar el dominio 
de las funciones 


a) f(0)=3— b)g(a)=vVx=1 c) h(x) = 


z=] a—1 


d) k(x) = lg 


Solución. a) Se trata de encontrar aquellos números, x, para los cuales tiene 
sentido la fórmula dada para f(x). Es decir ¿qué valores pueden darse a 
x, de manera que al realizar las operaciones indicadas en la expresión que 
define f(x) se obtenga un valor numérico y no tropecemos con una operación 
imposible? 
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Es evidente que, en este caso, el dominio de la función es todo el con- 
junto R excepto los números 1 y -1, es decir, D = R — {—1, 1}, pues la 
expresión puede ser calculada para cualquier número real, excepto para esos 
dos números. En efecto, 


Sin embargo, al sustituir cualquiera de los números 1 o -1 tropezamos con 
una operación imposible, como es dividir por cero. 


La determinación de los números 1 y -1 se realiza resolviendo la ecuación 


r —-1=0 > zr?=1 > z=3+l 


Téngase en cuenta que en una fracción la única limitación que existe es que 
el denominador no puede tomar el valor cero, mientras que el numerador 
puede tomar cualquier valor. 


b) Se trata de una raíz cuadrada, luego el radicando no puede ser negativo. 
En consecuencia 


x—-1>0 => mel > D= 1; +) 


c) En esta caso, al estar la raíz cuadrada en el denominador no puede tomar 
el valor cero, luego el radicando ha de ser estrictamente positivo, En conse- 
cuencia 


r—-1>0 > zr>l1 > Di¿=( l,+00) 


d) El logaritmo sólo está definida para los números positivos. En consecuen- 
cia 
Dk = (0, +00) 


Nota: Al calcular el dominio de una función deben tenerse en cuenta, entre otras, las 
siguientes circunstancias: 


1. Que no se puede dividir por cero. 

2. Que las raíces de índice par sólo están definidas para los números positivos y el 
Cero. 

3. Que los logaritmos sólo están definidos para los números positivos. 
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1.3.4. Restricciones y extensiones de funciones 


Restricción Si f es una función con dominio Df y Dı es un subconjunto 
de Df, Dı C Dp, se puede definir una nueva función fı con dominio 
Dı por medio de f¡ (1) = f(x) para cada x € D1. Esta función se llama 
restricción de f al conjunto D1. Es decir, 


fi =f(a,b) € f/ a € Di} 


y se escribe fı = f|Dı para denotar la restricción de la función f al 
conjunto D4. 


Extensión Si g es una función con dominio D, y Də 2 Dy, entonces 
cualquier función gə con dominio Də tal que gə(x) = g(x) para to- 
do x € D, se llama una extensión de g al conjunto Da. 


Nota: Usualmente no nos referiremos explícitamente a las restricciones de una función, 
sino que lo haremos de manera implícita utilizando el siguiente lenguaje: Sea f una función 
definida en un entorno de xo, entonces ... o bien, sea f una función definida y que cumple 
tal condición en un conjunto Dı, entonces ... u otras expresiones similares. Entendemos 
que, en dichos casos, la función puede tener un dominio superior, pero que el entorno o el 
conjunto D1, respectivamente, están contenidos en ese dominio. Sin hacer disquisiciones 


exquisitas sobre si nos estamos refiriendo a la función o a una restricción de la misma. 


1.3.5. Composición de funciones. 


Composición de funciones, en general. Componer dos funciones con- 
siste en aplicar la segunda función al resultado de la primera. Es decir, para 
«componer» dos funciones se aplica primero f a cada x en Df y después se 
aplica g a f(x), siempre que sea posible (es decir, cuando f(x) pertenezca a 
Dy). 

f g 


TtT —> Y >z 
x —f(x)— g(f(x)) 
Por ejemplo, si f está definida en todo R por f(x) = z? y g está definida sólo para 
x > 0 por g(x) = yz, entonces, la composición g o f sólo se puede definir para x > 0, y 
para estos números reales deberá tener el valor Vz3. 
En consecuencia, para poder componer dos funciones el conjunto final 
de la primera función tiene que coincidir, de alguna manera, con el conjunto 
inicial de la segunda. 


qa p 
Definición 1.8 (Composición como aplicación sucesiva de funciones). 
Sea f una función con dominio Ds en A y rango Ry en B y sea g una fun- 


ción con dominio Dg en B y rango Ry en C. La composición go f (observe 
el orden) es la función desde A a C dada por 


gof = {(a,c) € AXC / existe un elemento b € Btal que (a,b) € f y (b,c) € g} 
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De la propia definición se desprende inmediatamente que si f y g son fun- 
ciones, entonces la composición g o f es una función con 


Dgo; = {£ E Df / f(x) € Dg} 
Rgof = {g(f(2)) / £ € Dyos} 


La composición de funciones también se puede interpretar como una susti- 
tución de una función en la otra. En este sentido, la composición también 
se puede definir de la siguiente forma 


Definición 1.9 (Composición como sustitución de la variable). Sean 
f y g dos funciones cualesquiera. Se llama composición de f con g, y se 
representa por go f, a la función definida del siguiente modo: 


go f(x) = g[f(x)] 


El dominio de go f es el conjunto de todas las x del dominio de f tales que 
f(x) esté en el dominio de g 


Dgof = {x E Df / f(x) € Dg} 


Obsérvese que el orden en que se escribe la composición go f es el inverso 
al orden en que actúan las funciones (primero f, después g). 

La composición de funciones se puede visualizar mediante un diagrama 
de máquinas (Fig. 1.13) o un diagrama de flechas (Fig. 1.14) 


, -> f> Ha) 3) € [fæ] 


Figura 1.13: La máquina go f está compuesta por las dos máquinas. 


f g 


gof 


Figura 1.14: Composición de funciones 


De la definición se deduce que la composición de funciones no siempre 
está definida, siendo necesario y suficiente para ello que el recorrido de la 
primera tenga puntos comunes con en el dominio de la segunda. Es decir, 


RINDIAHNV 
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con objeto de que se pueda establecer la conexión 


2— fu) — g(f(=)) 


para algún elemento x € Df. 

Nota: No obstante, en ocasiones, y sobre todo a nivel teórico, nos va a interesar que 
el dominio de la función compuesta no se reduzca a un conjunto de «puntos aislados», 
sino que se trate de un «conjunto abierto», con objeto de poder asegurar determinados 
teoremas, por ejemplo, de derivación. En el caso particular de que el recorrido de la primera 
función esté totalmente contenido en el dominio de la segunda, resultará que el dominio 
de la composición coincidirá con el dominio de la primera función. 


f g 


as 


gof 


Figura 1.15: f(D) CD, & Dgof = Df 


Si no se da esta situación, entonces exigiremos la posibilidad de poder restringir la 
función f a un nuevo dominio Df, que cumpla las condiciones exigidas en el teorema 
correpondiente, y para el que se cumpla f (D;) C Dg, con objeto de que Dyos = D}. 

Ahora bien, en la práctica, cuando vamos a resolver un problema de composición de 
funciones, para ver si es posible la composición, simplemente nos fijaremos en los conjun- 
tos inicial y final de cada función, sin hacer referencia a los dominios. En consecuencia, 
bastará observar si el conjunto final de la primera función coincide (o se puede hacer coin- 
cidir, de alguna manera) con el conjunto inicial de la segunda, y posteriormente haremos 
referencia al dominio de la composición obtenida. Es decir, para componer buscaremos la 
posibilidad de la situación: 

AB Bg 
para poder establecer: 
ALa 


Para representar la composición de funciones, algunas veces, son cómodos 
los siguientes diagramas conmutativos: 


A 


hN 9 
C 


Decir que el esquema es conmutativo significa que da lo mismo pasar de A a 
C por la derecha que por la izquierda. Lo que equivale a escribir: h = go f. 
También es costumbre representar el diagrama anterior con un aspecto 


más lineal 
ALBO 
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Hay que advertir que, en general, la composición de funciones no es 
conmutativa, es decir, en la generalidad de los casos será fog Æ go f, incluso, 
puede suceder que esté definida la composición en un orden y no en el otro. 
Sin embargo, sí se cumple la propiedad asociativa fo(goh)=(f og) oh. 


Composición de funciones reales de una variable real. Componer dos 
funciones consiste en aplicar la segunda función al resultado de la primera. 
Ahora bien, desde el punto de vista analítico, este concepto puede tener 
una segunda lectura. Analíticamente, la composición de funciones, también 
significa sustituir una función en la otra. Es decir, si tenemos la función 
y = f(x) que establece la dependencia entre y y x, y la función z = g(t), 
que establece la dependencia entre x y t, podemos sustituir esta última en 
la primera y obtener y = f(g(t)). A la función así obtenida (que envía t a 
y) se le llama composición de f con g y se denota por f o g. Obsérvese que 
el orden en que se escribe la composición f o g es el inverso al orden en que 
actúan las funciones (primero g, después f). 

Conviene tener siempre presente esta doble visualización de la composi- 
ción de funciones: como aplicación sucesiva de dos funciones, y como susti- 
tución de la variable por una función de otra variable. En esquema sería lo 
siguiente: 

(a) Como aplicación sucesiva de funciones: 


g f 


fog 


Figura 1.16: Composición de funciones 


(b) Como sustitución de la variable: 


= f(x 
IO |y= (960) 
Es evidente, como ya se ha dicho, que para poder componer dos fun- 
ciones, en su totalidad, el rango de la primera ha de estar contenido en el 
dominio de la segunda g(D¿) E Df, en caso contrario, después de aplicar y 
no podríamos aplicar f. Sin embargo, esta restricción no es necesaria para 
poder realizar, parcialmente, la composición de las funciones, sólo que, en 
este caso, habrá que reducir el dominio de la composición a los puntos del 
dominio de la primera que tienen su imagen en el dominio de la segunda. 
Desde el punto de vista formal la composición, de funciones reales de una 
variable real, puede enunciarse de la siguiente forma: Dadas las funciones 
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g:ICRR,f:JCROR (tales que g(I) € J), se llama composición 
de f con g y se denota fog: ICR=R, a la función (fo gx) = Fax). 


g:ICR=R ISILR Al 
a fog:ICR>=R pora = sae) 


En el caso de que no se cumpla la condición g(1) € J, la composición también 
es posible, siempre que g(1)N J 4 Ø. En tal caso habrá que restringir las 
funciones a aquellos puntos en los que la composición sea posible. Es decir, 
a los puntos del dominio de la primera que tienen su imagen en el dominio 
de la segunda. 


Ejemplo 1.21 (Componiendo funciones). Dada las funciones 
fHu)=301 y g(1)=2< +2 


Hallar fo g(x) y go f(x) 


Solución. Tenemos que f o g(x) = gto), luego, bastará con sustituir en 
f(x) el valor de x por g(x). Así, 


fo glx) = f(g(x)) = 3g(x) — 1 = 3(£? + 2) — 1 = 3z? + 6 — 1 = 3x? +5 


Mientras que go f(x) = g(f(a)), luego, bastará con sustituir en g(x) el valor 
de xz por f(x). Así, 


gof (a) = g(f(x)) 


Nota: Como se observa en este ejemplo, en general, la composición de funciones no cumple 


(f(2)) +2 = (32-1)?42 = 917604142 = 912-6143 


la propiedad conmutativa. Es decir, fog Hgo f. 


1.3.6. Funciones inyectivas e inversas 


Función inyectiva. Una función se dice que es inyectiva cuando elementos 
distintos tienen imágenes distintas, es decir, cuando no existen dos elementos 
distintos con la misma imagen. Por tanto, f es inyectiva si y sólo si: 


Fa) =f(1)>a=04 


O bien, alternativamente, f es inyectiva si y sólo si, para a y a! en Dẹș, se 
tiene 


aja = f(a) A fla) 
Formalmente se puede establecer la siguiente definición: 
Definición 1.10 (Función inyectiva). Sea f una función con dominio 


Ds en A y rango Ry en B. Se dice que f es inyectiva o uno a uno si, cada 
vez que (a,b) y (a',b) son elementos de f, entonces a = a! 
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Si f es inyectiva se dice que f es una ¿nyección. 


Función inversa. Se llama recíproca de una función a la correspondencia 
que se obtiene al intercambiar las imágenes por los correspondientes origi- 
nales de dicha función. Evidentemente la recíproca de una función no tiene 
por qué ser otra función. En efecto, basta que dos elementos diferentes ten- 
gan la misma imagen, para que la recíproca asigne a esa imagen los dos 
originales, lo que contradice la definición de función. Sin embargo, si la fun- 
ción es inyectiva, entonces la recíproca es una función y, además, es inyectiva. 
Es decir, si f es inyectiva desde A a B, entonces el conjunto de pares orde- 
nados en B x A que se obtienen al intercambiar las componentes de cada, 
uno de los pares ordenados de f da una función g que también es inyectiva. 


Teorema 1.1 (Existencia de función la inversa). Una función posee 
función inversa si y sólo si es inyectiva 


Las relaciones entre una función f y su inversa g son las siguientes: 


f D¿=Ry, Rg=D}; 
A => 
(a,b) E€ f& (b,a)Eg obien b= f(a) > a= g(b) 


La función g se llama función inversa o recíproca de f y se denota por f7!. 
En consecuencia: 


f De=Ri Ria =D 
A = f LENT f 
fal (a,b) E€ f & (b,a) E€ flo bien b = f(a) & a = f1 (b) 


En consecuencia, se puede establecer la siguiente 


Definición 1.11 (Función recíproca o inversa). Sea f una inyección 
con dominio Df en A y rango Ry en B. Sig = {(b,a) € B x A/ (a,b) € f}, 
entonces g es una inyección con dominio Dg = Rẹ en B y con rango Ry = 
Dys en A. La función g se llama función inversa de f y se denota por fot 


Desde el punto de vista del mapeo, la función inversa se puede interpretar 
de la siguiente forma: Si f es inyectiva mapea elementos distintos de Dy hacia 
elementos distintos de Rf. De tal manera que cada elemento b de Ry es la 
imagen bajo f de un único elemento a de Df. La función inversa f 71 mapea 
el elemento b hacia este elemento único a. 


Proposición 1.7 (Composición de funciones recíprocas). Dos fun- 
ciones son recíprocas si y solamente si, al componerlas se obtiene la identi- 
dad. Es decir, 


F(f7H(2)) =x para todo x del dominio de f~t 


y 
f (Ff(x)) =x para todo x del dominio de f 


1.3. FUNCIONES 33 


Figura 1.17: Función inversa 


Nota: En consecuencia, para que dos funciones reales de variable real, f y g, sean inversas 
la una de la otra se ha de cumplir: 
1. Dy = Rf, y Ry =D. 
2. Que ambas sean inyectivas: 
fur) = f(z2) > t1 =22 y gm 
3. Que su composición sea la identidad f(g(x)) = g(f(£)) = x 


Ejemplo 1.22 (Componiendo funciones recíprocas). Comprobar que las si- 
J p 
guientes funciones son recíprocas 


| 


fNua)=441 y g(0)= 
Solución. Se tiene: 
a) Los dominios y recorridos de ambas funciones coinciden con el conjunto 
de los números reales. En consecuencia Dg = Rf, y Ry = Dg 
b) Ambas funciones son inyectivas. En efecto. 


fe)=fa)>1i+1=3341 r? r3 T1 = 29 


g(x1) = g(£2) > Vx — 1 = Yr — 1 > q1 — 1 = T2 — 1 > T1 = T2 


c) La composición de f con g viene dada por 


Hala) = (XT) +1=r-1+1=7 


y la composición de g con f viene dada por 


(fæ) = (+1) -1 = VB+1-1=V8B=0 


Luego se tiene que f(g(2)) = g(f(x)) = x y, en consecuencia, podemos 
concluir que f y g son inversas una de otra. 

En la Figura 1.18 aparecen las gráfica de las funciones f y g. Como puede 
verse, son simétricas respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrante, 
y = x. Es decir, la gráfica de fT! es una reflexión de la gráfica de f en la 
línea y = 2. 
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y = Tr 


Figura 1.18: 


Proposición 1.8 (Recíproca de la recíproca). Si g es la inversa de f, 
entonces también f es la inversa de g. Es decir, la recíproca de la recíproca 
es la propia función. 


Tu 


Nota: Hay que advertir que aunque para denotar a la función inversa se utiliza el expo- 
nente —1, no por eso se trata de una potencia. La utilización de esta notación es cómoda 
porque algunas propiedades de la función inversa recuerdan las propiedades de las poten- 
cias, como es que la recíproca de la recíproca coincide con la propia función ( f de AS f. 
Sin embargo, hay que advertir que esta notación puede inducir a engaño, ya que, en general 


Cálculo de la correspondencia recíproca. Para calcular la recíproca de 
una función se pueden seguir dos procedimientos: 


a) Deshaciendo operaciones. Consiste en deshacer las operaciones en el 
orden inverso al que están realizadas en la función dada. Este método so- 
lamente es aplicable a funciones que vienen definidas mediante ecuaciones 
sencillas, en las que aparece una sola vez la variable independiente x. Par- 
tiendo de x vemos qué operaciones hay que realizar para construir la función 
F(x). La inversa se obtiene deshaciendo las operaciones en el orden inverso 
al que están realizadas en la función dada. 


b) Despejando la variable independiente. Consiste en despejar la vari- 
able independiente, x, en la ecuación y = f(x), con objeto de obtener la 
recíproca, x = g(y) (que puede expresarse en términos de x intercambiando 
x por y para obtener y = g(x)). 


Nota: Los pasos a seguir para calcular la función inversa son: 


1. Comprobar que la función es inyectiva y, en consecuencia, tiene función inversa 
(Teorema 1.1 pág. 32). 


Despejar x en función de y: x = gly) = f+ (y). 


3. intercambiar x por y, con objeto de tener la función inversa en términos de zx: 


y = g(x) = f'(x). 
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4. Definir el dominio de f7* como el recorrido de f. 


Ejemplo 1.23 (Deshaciendo operaciones). Calcular la recíproca de las sigu- 
ientes funciones 


a) f(1)=x+3 b) f(x) = 3x b) f(x) =51% +2 


Solución. Las tres funciones son inyectivas y están definidas para todos los 
números reales, en consecuencia, sus correspondencias recíprocas son fun- 
ciones. Para calcularlas, partimos de x y deshacemos las operaciones, en el 
orden inverso al que están dadas. Así, 
a) La función f supone sumar 3. En consecuencia, su recíproca consistirá en 
restar 3. 

fao=s => Ue =.-3 


b) La función f supone multiplicar por 3. En consecuencia, su recíproca 
consistirá en dividir por 3. 


fa)=32 => fHUx)=x%/3 


c)La función f supone: 
1°) Elevar al cubo 2%) Multiplicar por 5 3%) Sumar 2 
En consecuencia, su recíproca consistirá en: 
1°) Restar 2 2°) Dividir por 5 3°) Extraer la raíz cúbica. 


¿f—2 
Luego, $72) = }/ 2 5 


Ejemplo 1.24 (Hallando la función recíproca). Hallar, si existen, las fun- 
ciones inversas de: 


a) f(£)= 2? 


b) f(2)=1? con Dy = {x € R/ x > 0} 
c) f(£)= x? con Df = {x E€ R/x <0} 


Solución. a) La función f(x) = x? 


en consecuencia la correspondencia inversa no es una función. En efecto, la 
función f es la función f = [(x,1?);x € R}, y fácilmente se ve que no es 
uno a uno. En efecto, f(2) = f(—2) = 4, y en consecuencia los dos pares 
ordenados (2,4) y (—2, 4) pertenecen a f. En general, se tiene 


con dominio Ds = R no es inyectiva y 


IS T, 


b) En este caso, al haberse restringido el dominio de la función, exclusiva- 
mente, a los números no negativos, la función resulta inyectiva. En efecto, 


fa)=) (=> d=0%> 0 =0 
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En consecuencia, la función tiene inversa. El procedimiento para calcular la 
función inversa consiste en expresar x en función de y. 


y=12%=>z=yy yER;= {y€ R;y > 0) 


O bien, expresado en términos de z, $72) = yz 


c) Este caso es similar al caso anterior. La función también es inyectiva y, 
en consecuencia, tiene inversa. 


Proposición 1.9 (Simetría de las correspondencias inversas). La 
gráfica de una correspondencia f y la de su recíproca fT! son simétricas 
respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrante, y = £ 


Demostración. En efecto, por definición de la inversa, se tiene 


(a,b) E€ f & (b,a) € f~! 


Figura 1.19: Simetría de las correspondencias inversas 


Para que la correspondencia recíproca f7* de una función f sea otra 
función, la función f ha de ser inyectiva. Gráficamente puede determinarse 
si una función es inyectiva o no mediante el criterio de la recta horizontal. 
Una función es inyectiva si y sólo si su gráfica no tiene nunca dos puntos 
en la misma horizontal. Por tanto, una función f tiene función inversa si y 


sólo si cada recta horizontal corta a la gráfica de f a lo sumo una vez. 
Nota: En consecuencia se tienen los dos criterios: 

a) Criterio de la recta vertical. Para que una curva represente una función, no puede 
tener dos puntos en la misma vertical. 


b) Criterio de la recta horizontal. Para que una función sea inyectiva y, en consecuen- 


cia, tenga función inversa, su gráfica no puede tener dos puntos en la misma horizontal. 


Proposición 1.10 (Las funciones estrictamente monótonas son in- 
yectivas). Si una función f es estrictamente monótona en un intervalo, 
entonces es inyectiva en ese intervalo. 
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Demostración. Una función es estrictamente monótona en un intervalo si 
es: O bien estrictamente creciente, en dicho intervalo; o bien estrictamente 
decreciente. 

Por otro lado, una función es inyectiva si puntos distintos tienen imágenes 
distintas. Es decir, 


xı $ £2 > f(21) 4 f(22) 


Elijamos xı y x2 en el intervalo dado. Si 11 Æ x2 será: o bien 11 < £2; O 
bien zı > x2. Y al ser f estrictamente monótona será f(x1) < f(x2); o bien 
F(x1) > f(x2). En ambos casos f(11) Æ f(x2). Por tanto f es inyectiva en 
el intervalo. 


Tı < T2 f(z1) < f(z2) 
T1 É T2 > ó > ó > f(x1) A f(22) 
£1 > T2 f(z1) > f(z2) 


Nota: El recíproco de esta proposición no es cierto. Es decir, una función inyectiva no 
tiene porqué ser estrictamente monótona. Es más, puede ser estrictamente creciente en un 
intervalo y estrictamente decreciente en otro intervalo, con tal de que no haya dos puntos 


en la misma horizontal 


Corolario 1.1. Si una función es estrictamente monótona, entonces tiene 
función inversa. 


Demostración. En efecto, si la función es estrictamente monótona, entonces 
será inyectiva y, en consecuencia, tendrá inversa. 


1.3.7. Funciones suprayectivas y biyectivas 


Definición 1.12 (Función suprayectiva). Sea f una función con Ds C A 
y rango Ry C B. Se dice que f es suprayectiva o sobreyectiva cuando el 
rango coincide con el conjunto final Ry = B 


Definición 1.13 (Función biyectiva). Sea f una función con D¿ C A y 
rango Ry C B. Se dice que f es biyectiva si es, simultáneamente, inyectiva 
y suprayectiva. 


Si una función es biyectiva, se dice que es una biyección. 


1.3.8. Imágenes directa e inversa de un conjunto 


Sea f una función arbitraria con dominio Df en A y rango Ry en B. Se 
define?, 


Definición 1.14 (Imagen directa de un conjunto). Si E es un subcon- 
junto de A, entonces la imagen directa de E bajo f es el subconjunto de Rẹ 
dado por 

F(E) =([f(2),1 € END, 


2Para más detalles sobre estos temas véase [3, Bartle], citado en la bibliografía. 
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Si END; = Ø, entonces f(E) = Ø. Si E contiene un único elemento p 
de Df, entonces el conjunto f(E) contiene un único punto f(p) 


Definición 1.15 (Imagen inversa de un conjunto). Si H es un sub- 
conjunto de B, entonces, la imagen inversa de H bajo f es el subconjunto 
de D; dado por: 


JH) =(x;f(a) € H} 
1.3.9. Funciones pares e impares 


Definición 1.16 (Funciones pares e impares). Una función y = f(x) 
se dice que es par si 


fx) = f(x) 
Una función y = f(x) se dice que es impar si 
fx) = -f (x) 


Nota: En las funciones pares al cambiar x por —x se obtiene la misma expresión total. 


En las funciones impares al cambiar x por —x la expresión total cambia de signo. 
Ejemplo 1.25. Determinar si las siguientes funciones son pares o impares 
a) f(x) =1?-1 b) glz) =? +z c) h(l) =x? +r 

Solución. a) Esta función es par ya que 
f2) = (2) -1 = 2 -1= f(a) 
b) Esta función es impar ya que 


g(—x) = (=x)? + (0) = =z? — z = (a + x) = —g(x) 


c) Esta función no es ni par ni impar. En efecto, 


A AMO) 
M-a) = a+ ea) 7 O 


Proposición 1.11 (Simetría de las funciones pares e impares). La 
gráfica de una función par es simétrica respecto del eje vertical y la gráfica 
de una función impar es simétrica respecto del origen de coordenadas. 


1.3.10. La función valor absoluto 

Ejemplo 1.26. Representar la función f(x) = |x| 

Solución. 

Ejemplo 1.27. Representar la función f(x) = |x? — 6x + 5| 


Solución. 
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Función par: f(—x) = f(x) Función impar: f(—x) = —f(x) 


Figura 1.20: Simetría de las funciones pares e impares 


Figura 1.21: Gráfica de la función valor absoluto f(x) = |z| 


Ejercicios propuestos de la sección 1.3. Funciones 


Soluciones en la página 379 


1.3.1. Dada la función f(x) = yx + 1, hallar 


1.3.2. Hallar el dominio de las funciones 


a) f(x) = va?-1 b) g(x) = ln(x — 3) c) h(x) = arcsen(z — 1) 


1.3.3. Dadas las funciones f(x) = yz y g(x) = x — 1, hallar 


£ 
» 


01234556 


Figura 1.22: Gráfica de la función f(x) = |x? — 6x + 5| 
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1.4. Límite de sucesiones 


Sucesión 


Una sucesión es un conjunto de infinitos números ordenados según algún 
criterio. Ejemplo, 


1111 1 

1 

7 14 5 n’ } 
p233 n y 
22345 6’ n+’ 


110,10 A ot senang} 


Las sucesiones se pueden considerar como funciones, donde el primer con- 
junto es el de los números naturales. 


1 2 3. n +... N 
IA en p o | 
[ 01 09 03 ° Mn +** } R 


Aunque las sucesiones son funciones, es costumbre representarlas mediante 
subíndices en lugar de la notación funcional. Así, en vez de a(n) se escribe 
an- 
Nota: El motivo de esta notación es que con an queremos enfatizar, más que la imagen 
del número n, el término que ocupa en lugar n en la sucesión. 

A los números que componen la sucesión a1, as, a3, ..., se les llama 
términos de la sucesión y a a, se le llama “término general” o “n-simo 
término” de la sucesión y denotaremos la sucesión por {an}. 


Definición 1.17 (Sucesión). Una sucesión a, es una función cuyo do- 
minio es el conjunto de los números naturales a : N — R. A los valores de 
la función a1, a2, a3, ..., se les llama términos de la sucesión y al térmi- 
no an se le llama “término general” o “n-simo término” de la sucesión y 
denotaremos la sucesión por {an}. 


La gráfica de una sucesión es un conjunto de infinitos puntos separados 
(aislados) unos de otros. 


T 


An an = Ł An an = +5 An an = sen n3 
1} o e P s 1t o . 
0 i n hd d u 0 E I . . a 
apt aS T apeg 


Figura 1.23: 
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Límite de una sucesión 


Centraremos nuestra atención en ver si los términos de una sucesión se van 
aproximando cada vez más a algún valor. A ese valor se le llama límite de 
la sucesión. Las sucesiones que tienen límite se llaman convergentes. 


1111 1 
qe ps 0 
EUR CN 
1 2 4 
Tas 3, F 3 7 yd > 1 
23456 n+1 


(1,0,-1,0,1,--- ,sen >, ---) => Sin límite 


Definición 1.18 (Límite de una sucesión). Se dice que el límite de la 
sucesión {an} es l y escribimos 


lím a, = £ 
n—>00 


Si para cada e > 0 existe k > 0 tal que |an — £| < e siempre que n > k. 


lím an =£ S (Ve > 0) (3k > 0) (Yn € N) |n > k > |an — 4| < € 


Nn—00 


Las sucesiones que tienen límite finito se llaman convergentes y las demás 
divergentes 


Gráficamente, la definición dice que desde un lugar en adelante (n > k), 
todos los términos de la sucesión tienen que estar comprendidos dentro de 
la franja limitada por las rectas y = l — € e y= l +e 


An 


Para n > k los términos de la sucesión 
. están todos entre l—e y l+e 


123 =s k 


Figura 1.24: lím a, = £ 


n—00 


Nota: Para que exista el límite, £, por muy estrecha que sea la franja ((—e, £+e€), siempre 
se puede encontrar un término a partir del cual todos los que le siguen están dentro de la 


franja. 
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Ejemplo 1.28 (Determinando la convergencia o divergencia de una sucesión). 


Determinar la convergencia o divergencia de las sucesiones 


a) an = 2 + (-1)” b) bn = sen =- 


Solución. a) Los términos de la sucesión an = 2 + (—1)” son 
1,3,1,3, 1,3,1,3, 


Como la sucesión siempre tiene términos que oscilan entre 1 y 3, resulta que 
no tiene límite y en consecuencia diverge (por oscilación). 


b)Los términos de la sucesión bn = sen > son 
1,0, -1, 0, 1,0, -1, (es 


Como la sucesión siempre tiene términos que oscilan entre -1 y 1, resulta 
que no tiene límite y en consecuencia diverge (por oscilación). 


Cálculo de límite de sucesiones 


Proposición 1.12 (Propiedades algebraicas de los límites de suce- 
siones). Si 

lím an=4 y lím b, = £2 

N—00 N—00 


entonces se cumplen las siguientes propiedades 


1. lím (an bn) = 4 4% 2. lím ra, =r4h,rER 
3. ím anbn = llo $ jin 2, bn #0 yh #0 
n—>00 N—>00 n 0) 


5. lím (an) =(04), sit >0 


Reglas elementales para el cálculo de límites. Las reglas más fre- 
cuentes para eliminar la indeterminación del límite de una sucesión son las 
siguientes: 


1. Indeterminación del tipo <. Se suele eliminar dividiendo numerador y 
denominador por un término que elimine uno de los dos infinitos (por 
ejemplo, máxima potencia de n). 


2. Cociente de dos polinomios. Es un caso particular de la anterior. Este 
caso se reduce al cociente de los términos de mayor grado, y se simpli- 
fica la n. 

, apn? + ap 1n?! Perio , apn? 


l =] 
n00 bagna + by ¡nl +- -- + bo m0 bana 
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3. Indeterminación del tipo oo — oo. En el caso de que se trate de raíces 
cuadradas la indeterminación se suele eliminar multiplicando y divi- 
diendo por el conjugado, con objeto de tener suma por diferencia, de 
manera que al aplicar la diferencia de cuadrados se elimine la raíz 
cuadrada. 


4. Indeterminación del tipo 1%. Se aplica el número e. 


1 n 
lím ( + >) =e=2,718 
nN—00 n 
que se generaliza para los límites del tipo: 
JN 
lím ( + >) =e =2,718 
n—=00 an 
siempre que lím a, = +00 ó lím a, = —o0 
n—00 n—00 


Ejemplo 1.29. Calcular los siguientes límites: 


PAR 
= 
+ 

sj 
Sl.» 
xo 
MES 
BAG 
E-—_ 
$, 
3la 
N 
3 
II 
y) 
ell, 
II 
w 
aya 
N 


3. lím Ya= lím ar =a? =1 


100 nN—>00 
l 1 1 i 
de Ma Mi = =1 
n=>œ ln5n  n>=0oIn5+lnn me aO oa 0+1 
lan 
l Fpl 1 ln(1 + è 
6. Tm POT) m PPOR) pg Petea) 
n=>œ lnn n=00 lan n=00 Inn 
ln(1 + è 
rii (n zD) =i goa 
n=>00 ln 


n2 — (n2? + (a n+a 
6. lím (n- (n+a)(n+b)) = lím o E 


y —(a + b)n — ab ; —(a +b) — % 
= lím 5 = lím — A n 
qn (a Fon Fab "384, ya (a40) | a 
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Criterio de Stoltz. 


CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS 


Es un criterio relacionado con las Reglas de L”Hópital que sólo se puede 
aplicar a las sucesiones. Y del que, sin ánimo de demostrar nada, podemos 


dar la siguiente justificación: 


Un+1 Un QAn+1 Un 


Un+1 — An 


A Un 4 
lím — = lím 


=> x => = 
bn bn+ 1 bn 


El Criterio de Stoltz se puede resumir en el siguiente esquema: 


n=œ Dn n—>00 bn+1 


bn+1 = Bn 


Formalmente el Criterio de Stoltz puede enunciarse de la siguiente manera 


Teorema 1.2 (Criterio de Stolz). Sean {an} y {bn} dos sucesiones. 


: . , QAn41 ûn 7 An 
Si existe lím , entonces lím — = 
n=% bn+1 — bn n= Un 


siempre que: 


1. {bn} es una sucesión monótona divergente, o bien, 
2. An > 0, bn —0 y bn es monótona. 


An+1 — ûn 


n+1 — bn 


Ejemplo 1.30 (Aplicando el criterio de Stolz). Calcular los siguientes límites: 


>, 244+ 4+2 00 
1. lím =l |= 
n>00 349+-::+39 00 
y (QA + +29 294D) — (24 4+---+29) Miik 
= lím = lím —— = 
n= (3+9 +: +37 + 39+1) — (34 9+-:-+39%) n=% 3n+1 
2 n+1 2 +o0 
n>0o0 13 3 
l 1 1)-1 1 
O PEN AN o AA a 
n>00 n 00 n—=00 n+1=0n n—00 n 
Inn 
lím ln {yn lím — S 
3. lím (n= en>% e n = [|es] = 
n—00 
, In(n+1)-Inn ; n+1 
lí lím ln 
= er>% n+1l-=n = en>% n =eml=e€-1 
K In(n? +n) 
í 
4. lím Yn? +n = en>% n E 
n—00 
li In [(n +1)? +n +1] — In(n? +n) 
; n? +2n+1+n+1 
lím ln o 
= gnooo n +n =e”! —= ee = 1 
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Teorema 1.3 (Criterio de la Raíz n-sima). Sea {an} una sucesión es- 
trictamente creciente tal que lím an = +00, entonces: 
N—00 


> ; ün+1 
lím yan = lím aa 


n—>00 n—>00 An 


Demostración: En efecto, aplicando el Criterio de Stolz a la raíz resulta: 


ln an ,  Inan+1—Inn 
lím ln an lím == lím == 
lím Van = eno =en% n =eg>w n+l-n = 
N—>00 
3 Un+1 
lím ln == anki 
SEL Gn = lím 


n>00 an 


Ejemplo 1.31 (Aplicando el criterio de la raíz). Calcula los siguientes 
límites: 


1. lím Y(n+1)(n+2) --(n+n)= 


n— oo 


L (n+2)(n +3) (n+n+2)_ lóm (2n +1)(2n +2) _ a 
n>œ  (n+1)(n+2)---(n+n) 130 (n +1) | 


N—00 


2. lím l Yent Dent) nm) = 


n| (3n + 1)(3n +2) --- (3n +n) 


= lím z Z 
n—00 n 

= 10 (3n+4)(3n +5)--:(3n+n+4) (3n+1)---(3n4+n) — 

— ns (n + paa ` n” Ñ 

e (3n+4)(3n +5) ---(3nN+n+4)n" 


n> (3n + 1)(3n + 2) --- (3n + n)(n + 1)9+1 

B (3n +n+1)(3n +n +2)(3n +n +3)(3n +n + 4)n” 
n—>00 (3n + 1)(3n + 2)(3n + 3)(n + 1)(n + 1)” 

i (4n + 1)(4n + 2)(4n +3)(4n+4) 4441 # 

n>% (3n + 1)(3n +2)(3n + 3)(n +1) (21)" 333e 3e 


e 
E 


Simplificación de sumas. 


Algunas sumas se pueden simplificar expresando sus términos de forma 
telescópica, es decir, como la diferencia de dos términos consecutivos, de 
manera que al sumar se eliminan los términos intermedios. 


Ejemplo 1.32 (Simplificando sumas). Calcula el siguiente límite. 


K 1 1 1 
n=œ \ 1.2 2.3 n(n +1) 
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Cálculo de límites por acotación. 


Teorema 1.4 (Teorema del encaje para sucesiones). Si 


lím a, = l= lím bn 
Nn—>00 n—>00 


y existe un entero k tal que an < cn < bn para todo n > k, entonces 
lím cn = £ 
n—>oo 

Ejemplo 1.33 (Encajando sucesiones). Calcular el siguiente límite. 


ZD] 
lím aH 


a>% (1+ VII + V3 (1+ yn) 


Solución. Teniendo en cuenta las siguientes desigualdades, 
— 1)! 24 = 
0< (n — 1)! al Viv2---vVn= 1 2 


14 VD(1+v2)---(1+/n) AADA y2) a 
(1+v4D4+v42) --(1+vyn-=1) 1 


< = > 0 


(1+VD(1+vV2)--(1+/n) — 1+yn 


Resulta: 
(n — 1)! 


n% (ED + VI (14 V7) 


La constante de Euler. 


Para resolver algunos límites puede tenerse en cuenta la siguiente igual- 
dad: 


1 1 
1+3 tet = lnn+y+en 
2 n 


l. e, —>0 
2. y= Constante de Euler ~ 0'5 


Ejemplo 1.34 (Aplicando la constante de Euler). Calcular los siguientes 
límites: 


++ oo +i Inn+y+e 
1. lím a 2 = lím Y "=1+0+0= 
n= lnn n—00 lnn 
3 n 1,1/2 1/n ¡AA 
eyveYe--- Ye ee /t...e POE n 
2. l OO lím ———————————— = lm ———— = 
nN—>00 n nN—00 n n= n 
ln n+y+en Y pEn 
e > n-e 
= lím = lím = ee = e 
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In(1+5+-+1) In(Inn + y + en) 


lí n = lí = 
8 no ln(lnn) a In(In n) 
, In [Inn - (1 + 9%2)] In(lnn) + ln (1 + >) 
lí an di _ an) 4 
n—00 In(inn) n>00 In(in n) 


Sucesiones monótonas 


Definición 1.19 (Sucesión monótona). Una sucesión {an} se dice que 
es monótona si sus términos son crecientes 


ai L LAA L- 


o decrecientes 
ai > a2 > a3 > >an 


Ejemplo 1.35 (Determinando la monotonía de una sucesión). Determinar 
la monotonía de la sucesión 
o 3n 
n+2 


n 


Solución. Determinar que una sucesión no es monótona puede hacerse, de 
una manera fácil, comparando tres términos de la misma. Sin embargo, de- 
terminar que es monótona es algo más complicado, ya que hay que determi- 
nar que sus términos crecen o decrecen siempre, para todo valor de n. Para 
determinar la monotonía de una sucesión pueden seguirse varios métodos. 
Veamos aquí varios de ellos. En primer lugar hallamos an y an+ı. En este 


caso, 


3n 3(n +1) 
z= —_—_— a r Ac A 
n+2 SS 


a) Construyendo comparativamente an Y An +1: 


an 


1 1 
1)+2 H2 
(n+1)+2>n aa A 
3n 3n 3(n +1) 


< < < 
arl mEt mF V on 


luego la sucesión es monótona (estrictamente creciente). 

b) Deshaciendo comparativamente an Y An +1. Partimos del supuesto de que 

an < An+1 y deshacemos las operaciones. Así, 
3n x 3(n+1) 

n+2 (n+1)+2 


An = = Un+1 


3n[(n +1) +2] <* 3(n+1)(n +2) 
3n(n +3) <? 3(n? + 3n + 2) 
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3n? + 9n <° 3n? + 9n +6 
0<6 


Como hemos llegado a una desigualdad final válida, podemos invertir los 
pasos para concluir que la desigualdad original también es válida, y por 
tanto la sucesión es monótona. 


c) Usando derivadas. Consideramos que n es una variable continua. Es decir 
consideramos la función f(n) = an. O bien en términos de z. 


31 
t) == 
Hallamos su derivada 
ype an a 6 
F2 G+ GF 


que es positiva para todo x, luego podemos concluir que la función f es 
creciente en todo R. En consecuencia la sucesión a, es creciente. 


Definición 1.20 (Sucesión acotada). Una sucesión {an} se dice que es 
acotada si existe un número real positivo M tal que |an| < M para todo n. 


{an} acotada > (3M € R*) (Vn € N) | lan| < M 


Teorema 1.5 (Sucesiones monótonas y acotadas). Si una sucesión 
(a, yes monótona y acotada, entonces es convergente. 


Nota: Además de los métodos aquí expuestos para el cálculo de límite de sucesiones 
veremos otros métodos basados en los criterios para el cálculo de límite de funciones, 
así como un caso particular para comprobar que el límite de una sucesión es cero, basado 
en la convergencia de las series. 


Ejercicios propuestos de la sección 1.4. Límite de sucesiones 


Soluciones en la página 379 


1.4.1. Escribir los cinco primeros términos de las sucesiones 
n(n+1) l 
a) an = (—1)° tn b) ba = (1) 2 SERLE 
1.4.2. Escribir una expresión del término general de las sucesiones 
1 2 3 4 0) 112 4 8 
2-3°3-4 4-55-67 23927 817 
1.4.3. Determinar si son convergentes las siguientes sucesiones y en caso afirmativo cal- 
cular su límite. 


a) an= (14E) b) ba = E c) en = T 


a) 2, —4,6,—8,10,... b) 


1.4.4. Determinar la monotonía de las siguientes sucesiones 


3-2 1)m-(3) b= (3) 
n 3 2 
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1.5. Límite y continuidad de funciones 


1.5.1. Definición de límite 


Nota: El concepto de límite es fundamental en el Cálculo, de manera que para poder 
profundizar en el conocimiento de la materia es impresindible, tanto el manejo práctico de 
las reglas para el cálculo de límites, como la comprensión teórica del concepto de límite. 
Suponemos conocida la idea intuitiva de límite y las reglas básicas para el cálculo de 
límites. No obstante, profundizaremos en ambos puntos. 
En este curso centraremos la atención en los potentes instrumentos para el cálculo de 
límites de funciones de una variable, como son 
1. Los infinitésimos (apartado 1.5.9, en la página 74). 
2. Las reglas de L'“Hópital (apartado 3.3.3, en la página 165). 
3. El desarrollo de Taylor (apartado 3.5.7, en la página 187). 
4 


El concepto de integral (apartado 5.1.2, en la página 324). 


Así mismo estudiaremos los límites para funciones de varias variables en el capítulo 2. 


Idea intuitiva. En el lenguaje ordinario la palabra límite tiene un carácter 
estático y significa término, confín o lindero. Sin embargo, en Cálculo, el 
concepto de límite es un concepto dinámico y tiene que ver con la idea 
de acercarse los más posible a un punto o un valor (x —> xp). En otras 
ocasiones tiene que ver con la idea de alejarse lo más posible del origen, o 
hacer lo mas grande posible un número (x — 00). Y, en otras ocasiones, el 
concepto de límite tiene que ver con traspasar una frontera, aparentemente 
infranqueable, como es el caso de la suma de infinitos números. Veamos la 
noción de límite a partir de un ejemplo. 


1 
Ejemplo 1.36. Dada la función f(x) = el 


a) Estudiar su comportamiento en los alrededores del punto x = 1 
b) Esbozar su gráfica. 


Solución. a) Para estudiar el comportamiento de la función en los alrededores 
del punto z = 1 damos a x valores cada vez más próximos a 1. Aproxi- 
mándonos tanto por la izquierda como por la derecha. Los correspondientes 
valores de f(x) se muestran en la siguiente tabla 


x se acerca a 1 por la izquierda > A x se acerca a 1 por la derecha 


£ 0.5 | 0.75 | 0.9 | 0.99 | 0.999 : 1.001 | 1.01 | 1.1 | 1.25 | 1.5 


f(x) | 1.5 | 1.75 | 1.9 | 1.99 | 1.999 | ? | 2.001 | 2.01 | 2.1 | 2.25 | 2.5 


| f(2) se acerca a 2 se acerca a (2) se acerca a 2] > < [FE se acerca a 2] ) se acerca a | f(2) se acerca a 2| 


b) Al representar estos puntos, se ve que la gráfica de f es una recta con un 
hueco en el punto (1,2) (véase Figura 1.25). 
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a? —1 


Figura 1.25: lím 


=2 
z=>1x—1 


Aunque x no puede ser igual a 1, podemos acercarnos a 1 cuanto que- 
ramos y como resultado f(x) se aproxima cuanto queramos al valor 2. Por 
eso decimos que el límite de f(x) cuando zx tiende a 1 es 2, y lo denotamos 
como 


lím f(1)=2 o bien, lí T= 


=2 


En consecuencia podemos dar la siguiente descripción intuitiva del con- 
cepto de límite. Decimos que el límite de f(x) cuando x tiende a xo es £, si 
f(x) se aproxima, tanto como se quiera, a un único número l cuando x se 
aproxima a zo por ambos lados, y escribimos 

lím f(x)=£ 


I>LO 


Nota: Al calcular el límite de la función f en el punto zo, el valor de la función en dicho 
punto, f(xo), no afecta al límite. Es más no importa que la función no esté definida en 
dicho punto. 


Hablaremos indistintamente de límite en xo, o bien, límite cuando x tiende o se apro- 
xima a Zo. 

Para muchas funciones se puede intuir el valor del límite usando una 
calculadora y evaluando los valores de la función en varios puntos próximos 
a Lo. 


Ejemplo 1.37 (Estimación del límite con calculadora). Dada la función 
p=2 
vr=1-1 


a) Estudiar su comportamiento en los alrededores del punto x = 2 
b) Esbozar su gráfica. 


f(x) = 172 


Solución. a) Para estudiar el comportamiento de la función en los alrededores 
del punto z = 2 damos a x valores cada vez más próximos a 2. Aproxi- 
mándonos tanto por la izquierda como por la derecha. Los correspondientes 
valores de f(x) se muestran en la siguiente tabla 


1.5. LÍMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES 


ol 


x se acerca a 2 por la izquierda] > [< x se acerca a 2 por la derecha 


PASE 


1.75 


1.9 


1.99 


1.999 [2] 2.001 


2.01 


2.1 


2.25 


2.5 


1.949 


2.49 


2.12 


| F(=) | 1.707 | 1.866 


1.99 | 1.999 | ? | 2.0005 | 2.005 


2.22 


f(x) se acerca a 2 > <] f(x) se acerca a 2 


b) Al representar estos puntos, se ve que la gráfica de f es una curva con 
un hueco en el punto (2,2) (véase Figura 1.26 


x—2 a 
yz—-1-1 


Figura 1.26: lím 2 


Aunque z no puede ser igual a 2, podemos acercarnos a 2 cuanto que- 
ramos y como resultado f(x) se aproxima cuanto queramos al valor 2. Por 
eso decimos que el límite de f(x) cuando z tiende a 2 es 2, y lo denotamos 
como 


='2 
lím f(x) =2 obien, lím E 


x>2 cri crea JE, 


Inexistencia de límite. En los ejemplos anteriores cuando x se acerca a 
xo, tanto por la derecha como por la izquierda, f(x) se acerca, en ambos 
casos, a un mismo valor £, que llamábamos límite de la función. En ocasiones 
esto no ocurre y entonces decimos que la función f no tiene límite en el punto 
zo. Las situaciones más frecuentes que conducen a la inexistencia del límite 
de la función f en el punto zp son las siguientes: 


2 


1. Límites laterales diferentes. f(x) se aproxima por la derecha de xy a 
un valor y por la izquierda a otro valor diferente. 

2. El límite se hace infinito. f(x) crece o decrece sin tope cuando x se 
acerca a £o, por la derecha o por la izquierda. 

3. Inexistencia del límite por oscilación. Las valores de f(x) oscilan, in- 
definidamente, entre dos valores fijos cuando zx se acerca a Zo. 


Ejemplo 1.38 (Límites laterales diferentes). Probar que el siguiente límite 
no existe 
Ed 


lím — 
>0 r 
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Solución. Consideremos la función 


Para comprender su significado, demos varios valores a x. Así, 


BI 3 0 = |=3|_ +3 


(0)2=2=-=l. f(0)= 0 = no definido, f(—3) T3 3 == 


En general, f(x) para valores positivos de x toma el valor 1, y para valores 
negativos de x toma el valor -1. En efecto 


T T 


==) 1 siz>0 


—] siz<0 


Y su gráfica viene reflejada en la figura 1.27 


19—— 


T 


—1 


[z] 


Figura 1.27: f(x) = 


En consecuencia el límite no existe, ya que se tiene 


ím =1 Y lím =-—1 


x—0+t x—07 


Ejemplo 1.39 (Comportamiento no acotado). Discutir la existencia del 
siguiente límite 


x—0 T 


Solución. Consideremos la función 


Demos valores a x cada vez más cercanos al origen 
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0.001 


0.01 


0.1 


0.25 


0.5 


-0.5 | -0.25 | -0.1 | -0.01 -0.001 
4 16 100 | 10000 | 1000000 


1000000 


10000 


100 


16 


| f(x) crece sin topel ) crece sin tope] > <|_£(2) crece sin tope] 


crece sin tope 


De la tabla se desprende que cuando zx se acerca a 0, tanto por la derecha 
como por la izquierda, f(x) crece sin límite. Es más, podemos hacer que 
f(x) crezca cuanto queramos sin más que acercarnos suficientemente al ori- 
gen. Así, por ejemplo, si queremos que f(x) sea mayor que 100000000, 
bastará tomar un valor de x menor que 1/10000. En efecto, 


0< la] < 


10 000 


1 
f(£) = — > 100 000 000 
T 


Como f(x) no se aproxima a ningún número real cuando x se acerca a 0, 
decimos que el límite no existe. La gráfica de la función f viene reflejada en 


la figura 1.28 


=6 -4 -2 2 4 


Figura 1.28: lím 2E No existe 


q? 


Nota: Aunque el límite no existe, como número real, la situación reflejada en este ejemplo 
es lo suficientemente importante y lo suficientemente frecuente en Cálculo, como para 
tenerla en especial consideración. Así, en las situaciones del ejemplo anterior se dice que 
el límite de la función cuando x tiende a cero, es infinito, y se expresa 


No obstante hay que decir que +00 no es ningún número real, sino que es un símbolo que 


se utiliza para reflejar el comportamiento no acotado de la función. 


Ejemplo 1.40 (Comportamiento oscilante). Discutir la existencia del si- 


guiente límite 


( i ) 
lím sen | — 
20 T 


Solución. Consideremos la función 


cn (2) 


Su gráfica viene representada en la figura 1.29. 
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Figura 1.29: lím sen (2) = No existe 


El límite no existe, puesto que siempre es posible coger una sucesión de 
7 

puntos, con límite cero; y sin embargo, la sucesión formada con sus imágenes 

no tiene límite. 


{zn} >0 y sin embargo {f(x£n)} no tiene límite 
como puede verse en la siguiente tabla 
2 2 2 2 2 2 
T 37 57 Tr 97 117 
aaa | Ne tiene limite | 


Para probar que el límite no existe, también podemos encontrar dos suce- 
siones diferentes con límite cero tales que sus imágenes tengan límites difer- 


entes. 
228) 2) 22) 


Por ejemplo, para la sucesión 


Jet e 


ay u(2)- (sen (5757 J} = tsen(rm)) = (0,0,0,-->) > 0 


--= 0 se tiene 


mientras que para la sucesión 


2 2 2 
T’ 3r’ 57” 


{tn ={ j={ 


-- += 0 se tiene 


En = Dr 
O = te re) 
= {sen (2125) =(1,1,1,---)>1%0 
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Definición 1.21 (La definición € -— ô de límite). Se dice que el límite de 
la función f en el punto xo es £, y se denota por 


lím f(a) =0 


LLO 
si para cada e > 0 existe un 9 > 0 tal que 


If) —£| <e siempre que 0O<|x— zo| <ô 


lím f(x) =L Ve > 0,3ô > 0 : Yx € R,| 0 < |z — xo] < ô > |f(£)— 4| < € (1.7) 


LI>LO 


Nota: La definición refleja la siguiente idea: 
El hecho de que f(x) está tan cerca de £ como queramos, quiere decir que para 
cualquier e, todo lo pequeño que queramos, estará f(x) entre L— e y £+ e, es decir, 


l=Ee<fla)<lt+e 
que en valor absoluto se expresa como 
[f(x) — 4| < € 


y esta situación tiene que darse cuando x se acerca suficientemente a £o. Este acercamiento 
se mide encontrando algún ô para el cual x esté entre £o — ô y to + Ó, es decir, 


zo— ô < zxr < zro +ô 
que en valor absoluto se expresa como 
|£ — zo| < ô 


El hecho de que el punto zo no interviene en la definición de límite se indica con la 
expresión 
0 < |z — zo| < ô 

A pesar de la importancia de la definición £ — ô, a nivel teórico, especialmente en la 
demostración de teoremas; a nivel práctico, en el cálculo de límites, la definición € — ô no 
es útil. La definición £ — ô solamente nos permite comprobar si un límite dado es correcto 
o no, pero no nos permite calcular límites, el posible límite tendremos que intuirlo por 
otro método. Además, su aplicación para comprobar límites suele ser artificial y difícil. 


La definición de límite se refleja en el gráfico de la figura 1.30 
Ejemplo 1.41 (Hallando ô para un € dado). Sabiendo que 
lím (Qr+1)=7 
hallar Ú tal que |(2x +1) — 7| < 0,01 siempre que 0 < |z — 3| < ô. 


Solución. Dado £ = 0,01 queremos encontrar el ð apropiado. Para ello in- 
tentamos establecer una relación entre los dos valores absolutos 


|(2x+1)-7|< 0,01 y lr-3[|<e 
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Para x entre to — ô y to + ô los valores de la 
función f(x) están todos entre L— € y L+e€ 


xo — â TO xo+06 


Figura 1.30: lím an =£ 


de manera que desde el segundo se pueda llegar hasta el primero. La ma- 
nera de hacerlo consiste en expresar el primer valor absoluto en función del 
segundo. Así, 


[Qu + 1) — 7| = |2x — 6| = 2|z — 3| < 0,01 


En consecuencia se tiene que 


0,01 
la — 3| < 27 = 0,005 


Por tanto, eligiendo ô = 0,005, se tiene que 
0 < lx — 3| < 0,005 = |(2x + 1) — 7| = 2|x — 3| < 2(0,005) = 0,01 


Luego hemos encontrado un d para el e dado. Esto no demuestra la existencia 
del límite dado. Para demostrar que el límite existe tenemos que encontrar 
un ô para cada e. 


Ejemplo 1.42 (Usando la definición c— ô). Usando la definición e —0 probar 
que 

lím (5x — 2) =3 

a—=1 


Solución. Tenemos que probar que para cada £ > 0, existe un ô > 0, que 
dependerá del e correspondiente, tal que 


0< |z- 1| < => |(5r-2)-3|]<e 


Para ello intentamos establecer una conexión entre ambos valores absolutos, 
expresando el segundo en función del primero 


(r= 2) -3|=|51—5|=5j0-1]<e 


Luego, para que se cumpla la desigualdad |(5x — 2) —3| < e se ha de cumplir 
que 5jx — 1| < e y, en consecuencia 


E 
x—1|<- 
la 11 < E 
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Luego eligiendo ô = 7 se tiene que la desigualdad 


E 
0 < |z- 1| < ô= 5 
implica que 


(602) -3| = [525] =5je-11<5 (5) =e 


y la veracidad del límite queda probada. 

Proposición 1.13 (Unicidad del límite). El límite de una función en 
un punto, si existe es Único. 

1.5.2. Límites laterales 


Al calcular el límite de una función f en un punto xq, nos acercamos al 
punto xo tanto por la derecha como por la izquierda. Si limitamos nuestro 
estudio, exclusivamente, a los puntos que están a la derecha de xp, o bien a la 
izquierda, respectivamente, obtenemos lo que se llaman los límites laterales. 


Definición 1.22 (Límites laterales). Se dice que el límite de la función 
f cuando x tiende a xo, por la derecha, es £, y se denota por 


ím f(a) =0 


uT>LO+ 


si para cada e > 0 existe un ô > 0 tal que 


fla) —=l| <e siempre que 0< x-— zo < 


lím f(x) =lSVe>0,18>0:VWxreR,0<x—=x0<o0=>]|f(0)-l] <e (1.8) 


T=LIQ+ 


Se dice que el límite de la función f cuando x tiende a xo, por la izquierda, 
es l, y se denota por 
lím Ha) =2 


LLO 


si para cada e > 0 existe un ô > 0 tal que 


fla) —l| <e siempre que 0< zo— z< ĝ 


lím f(1) =lSVe>0,10>0:VreR,0<xo-u=<ó=>]|f(0)-l] <e (1.9) 


LT>LQ— 


Nota: Para simplificar la escritura, en ocasiones escribiremos 


fa0+)= lím f(z)  fíeo=)= lm f(x) 


TI=>zO+ LL 


Ejemplo 1.43 (Calculando un límite lateral). Hallar el límite de la función 
f definida por f(x) = yx en el punto x = 0 
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Solución. La función solamente está definida a la derecha del origen, por lo 
tanto no podemos hablar de límite por la izquierda, pero si de límite por la 
derecha. Si observamos la gráfica se tiene 

lím yr=0 


x—0 


8 


-3-2-1 01 2 3 


Figura 1.31: f(x) = yz 


Teorema 1.6 (Unicidad de los límites laterales). El límite de la fun- 
ción f en el punto xo existe y es igual a £ si y solamente si, los dos límites 
laterales existen y son iguales a £. 


lím f(zrt)=}4 s lím f(x)= lím f(x)=£ 


LLO LLO I=>LO0+ 


1.5.3. Propiedades de los límites 


Proposición 1.14 (Propiedades algebraicas de los límites). Son cier- 
tas las siguientes propiedades: 


1. Múltiplo escalar: lím [rf(x)] =r| lím f(x), reR 
LLO 


2. Suma o diferencia: lím [f(x) + g(2)] = lím f(2)+ lím g(x) 
I>Z0 T=>L0Q T>LO 


3. Producto: ím [Fat | mm Fa)- lím g(x) 


Faj lím f(x) 


4. Cociente: lím 2o , si lím g(x) #0 
a Img Fa, 
LLO 


5. Potencia: lím [f(u)]" = E rŒ) 


LLO LLO 


1.5.4. Continuidad de una función en un punto 


En el lenguaje cotidiano la palabra continuo se utiliza para indicar que algo 
dura sin interrupción, o bien que las cosas tienen unión entre sí. En Cálculo 
el significado es similar. Decir que una función f es continua en un punto zo 
significa que no sufre interrupción en zo, que no se rompe ni tiene huecos, 
que su gráfica “atraviesa” el punto (zo, Yo). 
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Definición 1.23 (Continuidad en un punto). Una función f se dice 
que es continua en el punto xo si se verifican las tres relaciones siguientes: 


1. f(xp) está definido 2. lím f(x) existe 3. lím f(x) = f(zo) 


IL I>LO 


lo que se puede resumir escribiendo 


f es continua en xo & lím f(x) = f(xo) (1.10) 


I>L0 


Nota: Las situaciones por las que una función no es continua en un punto son las sigu- 
lentes: 

1. La función no está definida en el punto. 

2. El límite de la función en el punto no existe. 


3. El límite de la función en el punto existe pero no coincide con el valor de la función 
en dicho punto. 


Definición 1.24 (Discontinuidad en un punto). Se dice que la función 
f es discontinua en un punto xo si la función está definida en un entorno 
de dicho punto (excepto quizás en tp) y no es continua en dicho punto. 
Una discontinuidad se dice evitable si la función puede hacerse continua 
redefiniendola en dicho punto; y se llama inevitable si esto no es posible. 


Nota: Para hablar de discontinuidad se exige que la función esté definida en los alrededores 
del punto. No tiene sentido decir que f(x) = yx es discontinua en z = —3, ya que en los 
alrededores de -3 la función no está definida. 

Para que la discontinuidad de una función f en un punto zo sea evitable el límite de 
la función en dicho punto tiene que existir, con objeto de hacerla continua redefiniendo 
f(£o) con el valor del límite 

Hao) = lím (a) 
LLO 
Es evidente que la nueva función que se obtiene con esta redefinición de f(x0), es continua 
en Zo 


La gráfica de una función de una variable es una curva en el plano. Esta 
YA 
y = f(x) 


T 
> 


Figura 1.32: Gráfica de una función de una variable. 


curva puede presentar las situaciones de discontinuidad que se muestran en 
la figura 1.33. 


Definición 1.25 (Continuidad en un intervalo). Una función f se dice 
que es continua en un intervalo abierto (a,b) si lo es en todos los puntos del 
intervalo. 
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fx) o 


Evitable Salto Asintótica 


| 


| 


nube de puntos 
Por Oscilación Sólo es continua en x no es continua nunca 


Figura 1.33: Situaciones de discontinuidad en funciones de una variable 


Una función es continua en un intervalo cerrado [a,b] si lo es en el 
intervalo abierto (a,b) y además: 


lím f(x)=f(a) y lím f(x)= f) 


a>a+ a>b- 
Nota: Una función se dice que es continua por la derecha en zo cuando 


lím f(x) = f(xo) 


tagot 


y se dice que es continua por la izquierda cuando 


lím _ f(x) = f(xo) 


TL 


1.5.5. Propiedades de las funciones continuas 


Proposición 1.15 (Propiedades algebraicas). Si f y g son continuas 
en xo, entonces también son continuas: 


1. Múltiplo escalar: rf 2. Suma y diferencia: f +g 
3. Producto: fg 4. Cociente: f si g(xo) 40 
g 


Proposición 1.16 (Continuidad de las funciones elementales). Las 
siguientes funciones son continuas en todos los puntos de su dominio 


Polinómicas 
Racionales 
Radicales 
Trigonométricas 


TS» 
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5. Exponenciales 


En general, cualquier función elemental es continua en todos los puntos en 
los que están definidas. 


Teorema 1.7 (Continuidad de la función compuesta). Sig es continua 
en xo y f lo es en g(xo), entonces la función compuesta dada por f o g(x) = 
f(g(x)) es continua en zo. 


Nota: La importancia de este teorema la podemos ver con un simple ejemplo. Si la función 


y = f(x) es continua en un punto, entonces también son continuas en ese punto el o), 
sen (f(x)), etc. 


Teorema 1.8 (Teorema del valor intermedio). Si f es continua en 
[a,b] y C es cualquier número entre f(a) y f(b), entonces existe al menos 
un número c entre a y b tal que f(c) = C. 


El teorema afirma que si x toma todos los valores entre a y b, entonces 
la función continua f debe tomar todos los valores entre f(a) y f(b). 


Corolario 1.2 (Teorema de los ceros de Bolzano). Si f es continua 
en [a,b] y Sig f(a) 4 Sig f(b), entonces existe al menos un número c entre 
a yb tal que f(c) =0. 

Nota: Con Sig f(a) 4 Sig f(b), queremos indicar que f(a) y f(b) tienen signos distintos. 
Es decir; o bien, f(a) < 0 y f(b) > 0; o bien, f(a) > 0 y f(b) < 0. 


Corolario 1.3 (Intervalos de signo constante). Una función solamente 
puede cambiar de signo al pasar por por puntos en los que sea nula o puntos 
en los que sea discontinua 


Ejemplo 1.44 (Probando la existencia de raíces). Probar que 
1. La ecuación a? + 2x — 1 = 0 tiene, al menos, una raíz real en el 
intervalo (0,1) 
2. La ecuación x? —3x+1=0 tiene, al menos, una raíz real 


Solución. a) Consideramos la función f(x) = 194+2x—1, que al ser polinómi- 
ca es continua en todo R, y en consecuencia en [0,1], además, se tiene 


[U=="<0 y f(1)=2>0 


luego, aplicando el Teorema 1.2 de los ceros de Bolzano, podemos concluir 
que existe al menos un c en (0,1) en el cual f(c) = 0. 

b) Consideramos la función f(x) = z? — 3x + 1, que al ser polinómica es 
continua en todo R. En esta ocasión no se nos da el intervalo, en consecuencia 
lo determinamos nosotros. Buscamos, para ello, un punto donde la función 
sea negativa y otro donde sea positiva. Así, 


f0)=+1>0 y f22=-8+6+1=-1<0 


En consecuencia la ecuación tiene, al menos, una raíz en el intervalo (—2, 0). 
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1.5.6. Límites infinitos 


Comencemos realizando nuevamente el ejemplo 1.39. Allí se dijo que el límite 
no existía como número real, pero que la situación planteada merecía un 
tratamiento particular. Veámoslo. 


Ejemplo 1.45 (Comportamiento no acotado). Discutir la existencia del 
siguiente límite 


Demos valores a x cada vez más cercanos al origen 


x se acerca a O por la izquierda] > 4 x se acerca a 0 por la derecha 


[z ]|-0.25 | -0.1 | -0.01 | -0.001 [0] 0.001 | 0.01 | 0.1 | 0.25 
| f(æ) | 16 | 100 | 10000 | 1000000 | ? | 1000000 | 10000 | 100 | 16 


| f(x) crece sin topel ) crece sin tope) > <| FE) crece sin tope] crece sin tope 


De la tabla se desprende que cuando zx se acerca a 0, tanto por la derecha 
como por la izquierda, f(x) crece sin límite. Es más, podemos hacer que 
f(x) crezca cuanto queramos sin más que acercarnos suficientemente al ori- 
gen. Así, por ejemplo, si queremos que f(x) sea mayor que 100000000, 
bastará tomar un valor de x menor que 1/10000. En efecto, 


0 < |z| < 


10000 Ha) = 5 > 100 000 000 

Como f(x) no se aproxima a ningún número real cuando x se acerca a 
0, decimos que el límite no existe. Ahora bien, aunque el límite no existe, 
como número real, la situación reflejada en este ejemplo es lo suficientemente 
importante y lo suficientemente frecuente en Cálculo, como para tenerla en 
especial consideración. Así, en estas situaciones, se dice que el límite de la 
función cuando x tiende a cero, es infinito, y se expresa 


No obstante hay que decir que +00 no es ningún número real, sino el reflejo 
de una situación concreta. 

Ahora bien, para que quede probado que el límite es infinito, no basta con 
probar que la función toma valores superiores a 100 000 000 en los alrededores 
del origen, sino que hemos de probar que la función, en los alrededores del 
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origen, toma valores superiores a cualquier número real M, por muy grande 
que sea. En efecto. Sea M > 0 un número positivo cualquiera, será 


1 1 
> x)= =>M 
Lo que prueba que f(x) toma valores arbitrariamente grandes en los alrede- 
dores del origen. Es decir, para cualquier numero positivo M, se tiene que 


0< ld < 


1 
fx) > M cuando 0< lx] < —— 


vM 
Lo que prueba que el límite es infinito. 
La gráfica de la función f viene reflejada en la figura 1.34 


y 
6 


4 


2 


-6 —4 -2 2 4 6 
Figura 1.34: lím a = +00 
0 y 


Veamos otra situación parecida. 


Ejemplo 1.46 (Límites + y - infinito). Estudiar el comportamiento de la 
siguiente función en los alrededores del punto x = 2 

1 
x—2 


Solución. Demos valores a x cada vez más cercanos a 2 


1.75 1.99 | 1.999 2.001 | 2.01 2.25 
-4 + -100 | -1000 1000 100 1 4 


De la tabla se desprende que cuando x se acerca a 2, por la derecha, f(x) 
crece sin límite, mientras que cuando g se acerca a 2, por la izquierda, f(x) 
decrece sin límite. Es más, podemos hacer que f(x) crezca cuanto queramos 
sin más que acercarnos suficientemente al origen, por la derecha; y que f(x) 
decrezca cuanto queramos sin más que acercarnos suficientemente al origen, 
por la izquierda. Así, por ejemplo, si queremos que f(x) sea mayor que 
100000 000, bastará tomar un valor de z > 2 y menor que 2+ 1/100 000 000. 
En efecto, 


f(z) = 


— 


1 1 
2 a ee =——>1 
<s<2+ o0 > f) =z > 100000000 
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Por otro lado, si, por ejemplo, queremos que f(x) sea menor que -100 000 000, 
bastará tomar un valor de x < 2 mayor que 2 — 1/100000000. En efecto, 


1 1 
2 Jec $ = —— > 100000000 
27-227 100000000 Wi? 


En estas situaciones, se dice que el límite de la función cuando x tiende a 2, 
por la derecha, es más infinito, y el límite de la función cuando x tiende a 
2, por la izquierda, es menos infinito, y se expresa 


7, 


=+0 y lím 


m = = —00 
z—2+ z — 2 zr—2-g—? 


No obstante, igual que en ejemplo anterior, hay que decir que +00 y —oo no 
son ningún número real, sino el reflejo de una situación concreta. 

Ahora bien, para que quede probado que el límite es más infinito o 
menos infinito, no basta con probar que la función toma valores superi- 
ores a 100000000 o menores a -100000000 en los alrededores de x = 2, 
sino que hemos de probar que la función, en los alrededores de x = 2, toma 
valores superiores a cualquier número real M, por muy grande que sea, O 
menores a cualquier número real negativo N (por muy grande que sea, en 
valor absoluto). En efecto. Sea M > 0 un número positivo cualquiera, será 

2 2 a ee. M 
ADE + => us" 
Lo que prueba que f(x) toma valores arbitrariamente grandes a la derecha 
del 2. Es decir, para cualquier numero positivo M, se tiene que 


1 
f(x) >M cuando 2<1x<2+ — 


M 
Y, por otro lado, sea N = —M < 0 un número negativo cualquiera. Será 
2>12<2 . 5 fgs eM 
: M “= x—2 


Lo que prueba que f(x) toma valores negativos (arbitrariamente grandes en 
valor absoluto) a la izquierda del 2. Es decir, para cualquier numero negativo 
N = —M, se tiene que 


1 
Fx) <-M cuando 2>1>2- 37 


Lo que prueba que el límite es menos infinito. 
La gráfica de la función f viene reflejada en la figura 1.35 


Definición 1.26 (Límites infinitos). Se dice que el límite de la función 
f en el punto xo es más infinito, y se denota 


lím f(x) = +00 


T—>LO0Q 
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Figura 1.35: lím 


lí = 
2>2- x—2 2>2+ £ — 2 


si para cada M > Q existe un ô > 0 tal que 


Fa) > M siempre que 0< |x -— zo| < ô. 


lím f(x) = +œ & YM > 0,38 > 0: Yz E€ R, 


LT>LQ 


0<|z- zo| <85> f(x) > M (1.11) 


Se dice que el límite de la función f en el punto xo es menos infinito, y se 
denota 
lím f(x) =-—00 


LLO 


si para cada N < 0 existe un ô > 0 tal que 


Fa)<N siempre que 0<|x— zp] < ô. 


lím f(x) = -00 SVN<0,3189>0:VxeR, 


TIL 


0<|2—m|<3=> (0) < N | (1.12) 


Las definiciones se ilustran en la Figura 1.36 
Para definir el límite infinito por la izquierda, basta con sustituir 


0< |z— zo|  <ó por xo—ô< x< zo 
y para definir el límite infinito por la derecha, basta con sustituir 
0< |z— zo|  <ó por xo< x< zo+ô 


Si el límite de la función f en el punto zo es más o menos infinito, o bien 
alguno de los límites laterales es más o menos infinito, entonces decimos que 
la función f presenta en x = zo una discontinuidad infinita o asintótica. 


Proposición 1.17 (Propiedades de los límites infinitos). Si f y g son 
funciones tales que 


lím f(x)=+00 y lím g(x)=£ 


IL LLO 


entonces son válidas las siguientes propiedades: 
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Para todo z Æ Lo 
que esté aquí 
Xp 


E NS 
Para todo z Æ zo 
que esté aquí 


Figura 1.36: lím f(x) = +00, lím f(x) =—00 


1. Suma o diferencia: lím |f(x)+g(x)]| = +0 
LLO 


2. Producto: Jím [Ha)Jgla)] =+00 si£>0 
lím [f(a)g(a)] =-=00 sil<0 


LLO 
3. lím gle) =0 
h f(a) 
Propiedades similares son válidas si lím f(x) = +00 


LI—=X0 


Las propiedades anteriores pueden recordarse de la siguiente forma: 


+00 + l = +00 —o0 Ł l = —o00 
p (+00) = +00 pa 
—p (+00) = -œ —pl(—-00) = +00 


— =0 — =0 
+00 =00 


No está permitido dividir por cero. Sin embargo, Cuando el límite del 
denominador es cero, el cociente puede tener límite infinito, si bien, hay 
que determinar el signo del denominador para poder determinar el signo del 
infinito. Así, 


P] 0” P 9] 07 
0 E 0 S 
0- o0 o S 


Definición 1.27 (Asíntotas verticales). Diremos que la recta £ = zo 
es una asíntota vertical de la gráfica de la función f, si el límite de f(x), 
cuando x tiende a xy por la derecha o por la izquierda, es +00 (o —00). 
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Nota: Cuando la función f venga definida por un cociente 


las asíntotas verticales habrá que buscarlas en los ceros del denominador h(x) = 0. 


1.5.7. Límites en el infinito 


Con concepto de límite de una función cuando x tiende a +00 o —oo0 se 
pretende estudiar el comportamiento de la función cuando z crece (o decrece) 
sin límite. Es decir, x toma valores extremadamente grandes, positivos (o 
negativos). El concepto es análogo al de límite de una sucesión. Veámoslo 
con un ejemplo, 


Ejemplo 1.47. Estudiar el comportamiento de la función 


cuando x crece o decrece sin límite. 


Solución. Los valores de f(x), cuando a g crece o decrece sin límite, vienen 
recogidos en la siguiente tabla. 


<] x decrece sin límite x crece sin límite > 


-1000 | -100 | -10 |O 10 | 100 | 1000 
-2.997 | -2.97 | -2.73 | O | 2.73 | 2.97 | 2.997 


[< f(x) se acerca a —3 f(x) se acerca a 3 


V 


De la tabla se desprende que los valores de f(x) tienden a 3 cuando g 
crece sin límite y a —3 cuando x decrece sin límite. En consecuencia diremos 
que 


3 
e e a ae a 


ím ———— = lím —— = 
200 a>-00 |z| + 1 r—+00 a>+o0 |z| +1 


La gráfica de la función f es una curva con dos asíntotas horizontales: la 
recta z = 3, por la derecha; y la recta z = —3, por la izquierda. (véase 
Figura 1.37). 

En consecuencia podemos decir que: 

El límite de la función f, cuando x tiende a +00 es 4, si f(x) está tan 
próximo a £ como queramos, siempre que x sea los suficientemente grande, 
y se escribe: 


lím f(x)=£ 


z—+o0 
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De manera análoga, se dice que el límite de la función f, cuando zx tiende 
a —o0 es l, si f(x) está tan próximo a l como queramos, siempre que x tome 
valores negativos, suficientemente grande en valor absoluto, y se escribe: 


lím f(a) =1 


LI—=>—00 
Formalmente se puede dar la siguiente definición: 


Definición 1.28 (Límites en el infinito). El límite de la función f, 
cuando x tiende a +00 es £, y se denota 


lím f(a)=1 


2=>+00 


si para cada e > 0 existe un M > Q tal que 


fla) —l| <e siempre que z> M 


lím f(£) =£% Ye > 0,3M > 0: Yz E R,|x > M > |f(x)— 4| <e (1.13) 


El límite de la función f, cuando x tiende a —oo es £, y se denota 


ím f(a)=0 


T= 


si para cada £ > 0 existe un N < 0 tal que 


If) —l| <e siempre que x< N 


lím f(x) =lSVe>0,IN<0:VreR, z< N> |f(£)— 4| <e (1.14) 


LT=>—00 


Las definiciones se ilustran en la Figura 1.38 
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Definición 1.29 (Asíntotas horizontales). Si 


lím Au) =É o lím Fe] =l 


100 x—>-+00 
entonces la recta y = £ se llama asíntota horizontal de la gráfica de f. 


Nota: La asíntota por la derecha y la asíntota por la izquierda pueden coincidir o no. 
Ahora bien, la gráfica de una función puede tener a lo sumo dos asíntotas horizontales, 
una por la derecha y otra por la izquierda. 

Los límites en el infinito comparten muchas propiedades con los límites 
de funciones en un punto xy y con los límites de sucesiones. 


Proposición 1.18 (Propiedades algebraicas de los límites en el in- 
finito). Son ciertas las siguientes propiedades: 


1. Constante: lím c=c 
z—>+00 


m [f(a)+g(2) = ím f(2)+ lím g(x) 


3. Suma o diferencia: lí 
x—>-+00 


4. Producto: lím [f(x)- g(x) = ím f(u)- lím g(x) 


x—-+oo0 z=>+00 2400 


. ax f(z > E 
5. Cociente: „É, o an si „ÉL, g(x) #0 
u=+00 


6. Potencia: lím [f(w)]” = l lím rol 


z=>+00 


7. Raíces: ¿a Y f(x) = y lím f(x) 


Las mismas propiedades se dan cuando x —> —00 
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1.5.8. Técnicas elementales para el cálculo de límites 


Todas las funciones elementales son continuas en todos los puntos en los 
que están definidas. En consecuencia para calcular el límite de una función 
elemental en un punto de su dominio bastará con hacer la sustitución directa. 
Es decir 


lím f(x) = f(x0) 


T>XLO 


El problema está en calcular el límite de una función elemental en un punto 
en el que no está definida. Es decir, en un punto tal que al hacer la susti- 
tución directa nos encontramos con una indeterminación. Habrá que hacer 
las operaciones necesarias para romper la indeterminación. 


Teorema 1.9 (Funciones que coinciden en todos sus puntos excepto 
en uno). Sea xy un número real y sean f y g dos funciones que coinciden 
en todos los puntos de un entorno de xy, salvo quizás en xo. Entonces, si 
existe el límite de una de ellas en xo, también existe el límite de la otra y 
además son iguales. 


f(x) = g(x) para x # xo => lím f(x) = lím g(x) 


LILO 


Demostración. Supongamos que existe el límite de g(x) cuando  — Xy y 
que dicho límite es £. Entonces, por definición, se tiene que para cada e > 0 
existe un ô > 0 tal que 


lg(x) —=£| <£ siempre que 0< |z -— zo| <ô 
Ahora bien, teniendo en cuenta que f(x) = g(x) para todo x del entorno de 
zo, salvo quizás para zp y teniendo en cuenta que xy no se contempla en la 


definición de límite (ya que 0 < |x — zo|), resulta que 


|f(x)— 4| <e siempre que 0<|x— zo| <ô 


luego el límite de f(x) cuando z —> zo también es £. 


a) Técnicas de cancelación. Se aplica en las funciones racionales cuando 
nos encontramos con una indeterminación del tipo 0/0. Sea 


lm 22 = ] 
z>zo q(1)  “qlzo) 0 
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Al ser p(x0) = 0 quiere decir que p(x) es múltiplo de (x — xo). Del mismo 
modo, al ser q(xo) = 0 quiere decir que q(x) es múltiplo de (x — xo). En 
consecuencia, en virtud del Teorema 1.9, cancelando el factor (x — zo) en el 
numerados y denominador podemos eliminar la indeterminación y aplicar la 


sustitución directa. 
im PCE) _ p(z) _ 0 pix) _ pı(xo) 
ím = [ = 
z>zo q(x) 


a a) a 


Ejemplo 1.48 (Cálculo de límites mediante cancelación de factores). Calcu- 


lar 
a? —50+6 


ím > 
12 zf + 2r -— 8 

Solución. Al probar la sustitución directa nos encontramos con una indeter- 

minación del tipo 0/0. En consecuencia factorizamos numerador y denomi- 

nador y cancelamos los factores comunes, con lo cual se tiene, 


, z?—5r+6 0 , (z—-2)\(z-3) , z-3 2-3 -l 
lím — = |=] = ím 52 = lím = = 
22 12 + 2g — 8 0 22(1-2(3+4) z=2r+4 2+4 6 
b) Técnicas de racionalización. Se aplica en las funciones irracionales 
cuando nos encontramos con indeterminaciones del tipo 0/0 o bien oo — oo. 
En el caso de que se trate de raíces cuadradas la indeterminación se suele 
eliminar multiplicando y dividiendo por el conjugado, con objeto de tener 
suma por diferencia, de manera que al aplicar la diferencia de cuadrados se 
elimine la raíz cuadrada. 


Ejemplo 1.49 (Cálculo de límites mediante racionalización). Calcular 


— 1 
lím vz 


z—1 x—1l 


Solución. Al aplicar la sustitución directa nos encontramos con una indeter- 
minación del tipo 0/0. En consecuencia racionalizamos el numerador, mul- 
tiplicando y dividiendo por el conjugado, del numerador, de manera que al 
aplicar la diferencia de cuadrados se elimine la raíz cuadrada. En efecto, 


le PAD (0 = im WE- a AOE 


21 (x—1)(yz+1)  z>1(x—1)(yz+1) 
A A E. 
cala 1)(yi+1) a1yz+1  yli+1 2 


c) Cálculo de límites mediante el número e. Las indeterminaciones 
del tipo 1% se pueden resolver haciendo transformaciones para expresar el 
límite de cualquiera de las formas siguientes: 


1 T 
lím(1 +x) =e lím (1+2) =e 
x—>0 £ 


LT—>00 
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o bien, de manera general 
lím (+h) O =e, si lím h(a) =0 
LI>LO T>LO 


Nota: Estos límites se resuelven en la sección 3.3.3 (pág. 169) mediante las reglas de 
L'Hópital. 
2 
Ejemplo 1.50. Calcular: lím 6 — 3) q 
k 


Solución. Si hacemos la sustitución directa nos encontramos con una inde- 
terminación del tipo 1%. El límite se resuelve mediante el número e de la 
siguiente forma 

2 1 1° 
lím (x-3) 7-4 = lím (1+(2-4))7=4 =p 


4 xd 


d) Teorema del encaje y de la acotación. Si una función está compren- 
dida, en los alrededores de un punto, entre dos que tienen el mismo límite, 
en dicho punto, entonces dicha función también tiene el mismo límite en 
dicho punto. 


Hu) < bx) < gle) > lím h(2)= lím f(x) = lím g(x) 


Teorema 1.10 (Teorema del encaje). Si f(x) < h(x) < g(x) para todo 
x en un entorno de xy, excepto quizás en el propio Xy, y si 


lím f(x) == lím g(x) 
LLO 


TO 
entonces 
lím h(x) =£ 


LLO 


Demostración. Dado £ > 0 existen 0; y 02 tales que 


f(x) —£| <e siempre que 0<|x— zo| < ô 


lglx) —£| <e siempre que 0< |z — zo| < d2 


Sea ô el menor de d1 y 02. Entonces si 0 < |x — zo| < 9, se siguen las dos 
relaciones 


[f)-l<e y lg) -f<eé 


lo cual, expresado mediante desigualdades, significa que 


—e < flo) lt<e y —e<glx)-t<e 
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de donde, sumando £ 
L—e< f(x) y gl1)<t+e 
y teniendo en cuenta que f(x) < h(x) < g(x), se tiene 
L— e< f(x) < h(x) < gl) <lt+e 


de donde, 
L—e<h(x)<l+e 


que en valor absoluto, se expresa 


ha) -4| <e 


lo que significa que lím h(x) = £ 


£z—>zro 


Si una función tiene límite cero, en un punto, y otra está acotada en 
los alrededores del punto, entonces su producto también tiene límite cero en 
dicho punto. 


g(x) acotada 
lan f(e) = 0 ) >< g(2) < k => —kf(x) < faja(o) < fío) > 


0< lím [f(x)g(x)| < 0= lím [f(a)g(x)] = 0 = 0 - Acot = 0 


IL IL 


Nota: Si f(x) < 0, cambiaría el sentido de la desigualdad, pero el resultado final sería el 
mismo. 


El teorema se cumple aunque la función g(x) no tenga límite en el punto xo. De ahí la 


importancia del teorema. 


Ejemplo 1.51 (Cero por acotado). Calcular el siguiente límite 


( ; ) 
lím | x sen — 
x>0 £ 


Solución. Dado que la función seno está acotada 
1 
—1 < sen — < 1 
z 
resulta 
1 
lím (e sen 2) = 0. Acot = 0 
z 


T- 


7 1 a 
Nota: El resultado es correcto, a pesar de que lím sen — no existe. 
z—0 S H 
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1.5.9. Infinitésimos equivalentes 


Definición 1.30 (Infinitésimos). Una función, f, se dice que es un in- 
finitésimo en un punto xo, si su límite en dicho punto es cero. 


f infinitésimo en zo > lím f(x) =0 


TT) 


Definición 1.31 (Infinitésimos equivalentes). Dos infinitésimos, en un 
mismo punto, se dice que son equivalentes, cuando el límite de su cociente 
es la unidad. 


z>zo g(x) 


T A 5) adn 


Teorema 1.11 (Sustitución de infinitésimos). Cuando, en un límite, 
un infinitésimo esté multiplicando o dividiendo se le puede sustituir por otro 
equivalente. 


f(x) 


Demostración. Supongamos que, en zp, es f(x) ~ g(x), será lím nal = Me 
aozo g(x 
Y supongamos que nos encontramos con un límite en el que aparece f(x) 


multiplicando o dividiendo: 


lím f(x)h(x)= lím —T—g(2)h(x)= lím 1-g9g(x)hlx) == lím g(u)h(x) 


£—> xro LI—=X0 g(x) LI—=X0 LLO 


Es decir, hemos sustituido f(x) por g(x) y el nuevo límite puede resultar 
más fácil que el anterior. 


Proposición 1.19. Si un infinitésimo está sumando o restando, en general, 
no se le puede sustituir por otro equivalente. 


lím (f(x) +h(2)) 4 lím (g(x) + h(2)) 


IL LI>LO 


Existen casos muy concretos en los que se pueden aplicar infinitésimos 
al caso de sumas, como es el siguiente 


Proposición 1.20. La suma de varios infinitésimos de distinto orden se 
puede reducir al de menor orden. 


ii (£? +3 + xê)f(z) 
0 g(x) 20 glz 
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1.5.10. Infinitésimos más frecuentes en ¿> 0 


Trigonométricos 
senz ~ z arcsenz ~ z 
tgz~xz arctgz ~ z 


ls oa 
COS Z 2 


Exponenciales, logarítmicos, potencias y raíces 
z ~ In(1+2) 
eé-1oz 


In(1+2) = 2 a 1 2-Ina 
(1+2"-1=orz 


YI Fz-1~Ž 
n 


Ejemplo 1.52. Calcular los siguientes límites: 


2 sen? x , er-1 lng 
1. lím s 2. lím 
2>0 x?(1 + cos x) 2>0 sen 27 z>il-—zr 


4 K 
ím z 5 


LT—00 


Solución. 
; 2 sen? z 0 2q? , 2 2 
1. lím = |+] = lím == lím ———=2 
2>0 z?(1 + cos x) 0% 2>01?(l+cos1) z=01+cosz 2 


sı 0 1 
2. lím E ==? 
x—0 sen 2x 0 20 2x 2 
1 0 In(1 —1 —1 1— 
3. ím a |=] = lím ated = lím a = lím — T 
a>11-—u 0 gz—l1 l—zx a=>1 1 1 £ 


4. im æ 1- (§)*| = [+0] = 1m -e (G) mo J- 
)= 


1, 1 1 
= lím moize lng = (ln 1 —1n5) = -(0 — ln 5) 
q — 1 In |1 yxa—1 ln q 
o s| isla nits- A 
al Ya=1 +0 «o 1m[1+(y2-1)  :>11n yz 
~ ilng 
= lím Y 


2 3 0 2 
6 2 a e e ma 
z—=>0 1-—cosz 0 ; 


1,1 n/a — 1] 2 3 
(Al £ més y m2 
21 /x—1 z>0 1— cosx 
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=1n5 
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Límite de sucesiones considerándolas como funciones 


Si unimos los puntos que representan una sucesión obtenemos la gráfica de 
una función. Sin embargo, podemos obtener infinitas funciones que contienen 
los puntos de una misma sucesión. Lo normal es coger la función que tiene 
la misma fórmula que la sucesión, es decir considerar que la variable n es 
continua y no discreta. 

Si la función que representa a la sucesión tiene límite, ese es el límite de 
la sucesión, pero si la función no tiene límite, entonces la sucesión si puede 
tenerlo. 

Por tanto, se pueden aplicar los infinitésimos y las reglas de L”Hópital 
a las sucesiones, el límite que encontremos será el límite de la sucesión y 
si la sucesión considerada como función no tiene límite entonces habrá que 
aplicar otro criterio. 


Ejemplo 1.53. Calcular los siguientes límites: 


Nn—00 


1. lím (Yn- Yn—1)= lím mafi- ==) - 


, -1 l 
= lím (a+ 2-1) > lím —Y/n— =0 
n = n 


1 
= Ji nya ( T) 


n=>00 nn - 1) 
o PEPE nP eli +1) E 
4 m no+l ll A ma (n + PA EN mp+l 
= lím Gadi = 
n—=00 i i p+1 
1 p+ J= 
do (; + z) 
1 1 


= lím = lím E 
n=00 1 p+1 nN—>00 (n + pe F p+ 1 
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Ejercicios propuestos de la sección 1.5. Límite de funciones 
Soluciones en la página 379 
1.5.1. Hallar, si existen, los siguientes límites 


Mm E Jaee 


1.5.2. Determinar los valores de a y b que hacen continua la función 


1 six <1 
HFa)=x3 ar+b sil<x<3 
5 six>1l 


1.5.3. Hallar, si existen, los siguientes límites 


a) lím > b) ím Ë c) lím 
2>2- z — 2 2>2+ z — 2 r—>2 g — 2 
1.5.4. Hallar, si existen, los siguientes límites 
2 
k , x^ —4 
D mpy PD O Mua 


1.6. Funciones hiperbólicas. 


Las dos funciones siguientes, a primera vista, no presentan ninguna parti- 
cularidad, incluso pueden parecer dos funciones “ingenuas”: 


$) = == 
g(=) = a 


Sin embargo, el comportamiento de estas dos funciones es bastante curioso 
ya que nos recuerdan las funciones circulares de la trigonometría, por eso 
reciben unos nombres especiales: coseno hiperbólico y seno hiperbólico. 


1.6.1. Coseno y seno hiperbólico 


Definición 1.32. Se llaman funciones hiperbólicas a las siguientes: 


T -7 
cosh(x) = — 
A 
senh(x) = —— 


Con las funciones hiperbólicas se puede construir una trigonometría muy 
parecida a la ordinaria. 

Una primera analogía la podemos ver en el 0 donde toman los mismos valores 
que el coseno y el seno de la trigonometría ordinaria. En efecto: 


led 141 2 
O a 
senh(0) = É > = a E =0 senh 0 = 0 


cosh(0) 1 cosh0 = 1 
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Sin embargo, una diferencia fundamental está en que estas funciones no son 
periódicas, ni van oscilando en torno al cero. En efecto. 


et + et š ta m $ 
cosh = Siempre es positivo (y además siempre es > 1) 
2 h 
e” —e * ( Puede ser positivo o negativo O a E 
senh y = —— x <0 => senhz <0 


1.6.2. Fórmula fundamental de la Trigonometría hiperbólica 


Si en vez de hacer la suma de los cuadrados hacemos la diferencia, tenemos: 


z ay 2 zr _ ¿a 2 
costa — senh? z = (E + ) ( > ) = 


e?? p 2eTeT? p eT?? eT —2eteT? p eT’? 242 4 1 
4 4 © 4 4 


Que nos da la fórmula fundamental de la trigonometría hiperbólica: 


cosh? z — senh? z = 1 


Que también puede expresarse de la forma: 


cosh? x = 1 + senh? zx 


Lo que permite expresar cada una de las funciones hiperbólicas en términos 
de la otra. 


senh z = +v cosh? x — 1 


Esto no quiere decir que el senh tome dos valores simultáneamente, sino que 
en cada caso, habrá que elegir como signo de la raíz el del propio z. 


cosh z = +y 1 + senh? z 


1.6.3. Significado del término “hiperbólicas”. 


Estas funciones se llaman hiperbólicas porque la trigonometría que se cons- 
truye con ellas viene definida sobre una hipérbola, de manera análoga a cómo 
la trigonometría ordinaria se construye sobre una circunferencia. 


Trigonometría circular: 


Trigonometría hiperbóliba: punto (x,y) de la circunferencia cumple: 
Nota: En la trigonometría hiperbólica nos limitamos a la rama derecha de 
la hipérbola. e = 


Y amando: x= cost ' se tiene : 


y = sent cos? t + sen? t = 1 
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y 
(x, y) 


Figura 1.39: 1? + y? =1 


e y) Un punto (x,y) de la hipérbola cumple: 
1 £ r? = y? = 1 
0 . 
z = cosht se tiene : 
Y llamando: g= snit } cosh? i — senh? t= 1 


Figura 1.40: z? — y? =1 


1.6.4. Otras razones hiperbólicas 
Las demás razones hiperbólicas se definen igual que en la trigonometría 
circular: 


senhx e”— e” coshx e+e” 
= == coth x = = 
coshx enter senhx  el—et 


1.6.5. Fórmulas del ángulo doble 


2x _ ¿22 (E _ (e (e? — e7?) (er + es) 


2 z 2 = 2 
T_p Eg —z 
s2 > “2 L2. senhs: coshz 
senh 2x = 2 senh z cosh x 
cosh 2x = e? Li = (5 sc — (er) +2 L —2 _ 


B (e tee ea Fay ps Ems is 
2 2 CIC O ES 


= 2cosh? z — 1 = 2cosh? x — (cosh? z — senh? £) = 
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= 2cosh? z — cosh? x + senh? z = cosh? x + senh? z 


cosh 2z = 2 cosh? x — 1 = cosh? x + senh? x 


1.6.6. El cuadrado del senh y del cosh 


Las siguientes fórmulas se emplean en el cálculo de integrales. 


cosh 2x + 1 


cosh 2g = 2 cosh? g — 1 > 2 cosh? x = 1 + cosh 2g > | cosh? z = > 


cosh 2x = cosh? x + senh? z = (1 + senh? z) + senh? z =1+2senh?x => 


cosh 2x — 1 


=> 2senh? z = cosh 2z — 1 > | senh? z = 7 


1.6.7. Gráfica de las funciones hiperbólicas 


Gráfica de la función f(x) = senh x 


e” — e 
senh z = = 1/2e” — 1/2e7” 
Ya 
1/2 e7, 
senh x 
1/2e7? 
1/20 


Figura 1.41: f(x) = senh z 


Gráfica de la función f(x) = cosh z 


T —T 
cosh z = — = 1/2e” + 1/20 * 


Gráfica de la función f(x) = tgh zx 


senhx e-e” 


tgh z = Z 
Goi cosh x et Y et 


1.6. FUNCIONES HIPERBÓLICAS. 81 


Figura 1.42: f(x) = coshx 


teh0=0 
et 
A Er C a a 
roo erez Loo 400 1 e Tio l1+e72 1+0 
T ez 
e 
NN 00 en a 0-1 
Í == =— Í E a S Í = == 1 
pA er + er [5] Ean e” e e2x +1 0+1 
dedo 
Ya 1 
tgh zx 
£ 
—1 


Figura 1.43: f(x) =tghzx 


1.6.8. Funciones hiperbólicas inversas 


Para las funciones hiperbólicas inversas en vez de la palabra arco se utiliza 
la palabra argumento. 


y = arg cosh z => xz = cosh y +— Siempre positivo 
y = arg senh z <=> x = senh y 


Dado que la función cosh no es inyectiva, ya que existen dos argumentos 
con el mismo coseno hiperbólico: coshy = cosh (—y), su correspondencia 
recíproca no es función, ya que para cada valor de x tendríamos dos posibles 
valores para su imagen: y y —y. Para salvar esta circunstancia elegiremos 
siempre el valor positivo del argumento. 
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cosh x 


arg cosh x 


Figura 1.44: f(x) = arg cosh xz 


1.6.9. Identidad hiperbólica 


cosa t = —— ~~~ T + et e? — e7? Det 
2 cosh x + senh x = E | = = e? 
L_ pt j 
senh z = — 2 : 2 


e” = cosh xz + senh z |>| x = In | cosh £ + senh 2] 


1.6.10. Fórmula logarítmica de las funciones hiperbólicas in- 
versas 


Sea y = arg cosh x, a partir de ahí, los valores del cosh y y senh y son los 
siguientes: 


a) Por la propia definición del arg cosh, será: cosh y = 2. 


b) A partir de la fórmula fundamental podemos expresar el senh en fun- 
ción del cosh, y a partir de ahí, expresarlo en función de z. 


cosh? y — senh? y = 1 => senh? y = cosh? y — 1 => 
= senh y = +4/ cosh? y — 1 => senh y = yx? — 1 
Y sustituyendo ambas expresiones en la identidad logarítmica resulta: 
y= ln | cosh y + senh y] = In E + va? -1] 


de donde: 


arg cosh xz = ln [a + y 2? — 1] 


De la misma forma se obtiene la expresión para el arg senh: 


Sea y = argsenh zx, a partir de ahí, los valores del cosh y y sen y son los 
siguientes: 
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a) Por la propia definición del arg senh, será: senh y = 2. 


83 


b) A partir de la fórmula fundamental podemos expresar el cosh en fun- 


ción del senh, y a partir de ahí, expresarlo en función de zx. 


cosh? y — senh? y = 1 => cosh? y = senh? y +1 => 


=> cosh y = +4/senh? y + 1 > cosh y = y z? +1 


Y sustituyendo ambas expresiones en la identidad logarítmica resulta: 


y = ln [cosh y + senh y] = ln ES Val + 1] 


de donde: 


arg senh z = ln [e +v? + 1] 


También puede hacerse despejando y en las ecuación  = 


2 
eY pe ey 
arg cosh, o bien en x = — 3 — Para el arg senh 


1.7. Problemas propuestos del Capítulo 1 


Ejercicios propuestos del Capítulo 1 


epe” 


para el 


Soluciones en la página 379 


1.1. Hallar los intervalos definidos por las siguientes desigualdades: 


2 x—2 
—2 b 
a) z £< 3, Ja 


1.2. Dada la circunferencia de ecuación x? + y? + 4r — 2y +1 = 0 


a) Hallar el centro y el radio 


< 2, c) [212 — 6| < 4, d) |7 — 3x| > 2, 


b) Determinar si los puntos (0,0), (-2,—1) y (—2, 1) están dentro, fuera o en ella. 


1.3. Hallar el dominio de las siguientes funciones: 


1 1 
a) fa) = +V b) fa) =- +v2 +1 
= -T 
1.4. Hallar, si existen, los siguientes límites de sucesiones 
2 — 
a) Mm O b) Mm (V9n2 tn++1 VIn? 2n), 


AA Sus Mia 
c) lím (V4n? +n- 2n), d) lím (=) 


n—o00 n—00 n2 E 2n -f= 5 


1.5. Hallar, si existen, los siguientes límites de funciones 


lím 


7 — e 
J x— 4 b) Kí vVxa=1-—1 mm (E)? 


2>2 22 + 3x— 10” :>2 3-2 1>2 
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Problemas resueltos del Capítulo 1 


1.1 (Aplicando el criterio de Stolz). Calcular el siguiente límite: 


a ln [(n + 1)! 
n22 In [(n + 19] 


Solución. Aplicando el criterio de Stolz, resulta 


ln (n +2)! 
7e In [(n +1)! T In [(n +2)!] — 1n [(n + 1)! , n+1)! 
—= lí En 2 
n> In [(n+1)7] n> In[(n+2)"+1] —In[(n+1)"] n=% la (n+23+ 
(n +1)" 
— lím In(n +2 ~= ím ln(n + 2) ~~= 
n—oo n + n= n+ 
In CES | ma +2) +I (25) 
= lím l = g E 1 
n>00 +21” 1+1 1+0 
1+ (2 2) n a AS 
n+1 
Donde se ha tenido en cuenta que 
Ec 
) n+2 n ) 1 n ) 1 n+1 n+1 i 
„m ln (= 2) = [ím In ( + 1) = In lím ( + n z) =]lne =1 


Problemas propuestos del Capítulo 1 


Soluciones en la página 380 


1.1. Hallar, si existen, los siguientes límites de sucesiones 


(n? +3) 
a) lím ye +2 
n—00 3n z: 5 


Capítulo 2 


Funciones de varias variables: 
Límites 


2.1. Funciones de varias variables 


2.1.1. Definiciones 


Función de una variable Una función de una variable es una corres- 
pondencia entre dos magnitudes. Por ejemplo, el espacio y el tiempo. No 
obstante, hay que advertir que no se considera función a cualquier corres- 
pondencia, sino que para que una correspondencia sea función, la imagen de 
cada elemento tiene que ser única y estar bien determinada. 

Una manera de visualizar una función es por medio de una gráfica. La 
eráfica de una función de una variable, por lo general, es una curva en el 
plano. Sin embargo, no toda curva del plano es la representación de una 
función. Para que una curva represente una función no puede tener dos 
puntos en la misma vertical (criterio de la recta vertical), ya que para que 
una correspondencia entre dos magnitudes sea función, la imagen tiene que 
ser única. 


Figura 2.1: Gráfica de una función de una variable. La circunferencia no es la gráfica de 
una función. 


Para poder aplicar las propiedades de las funciones a las correspondencia 
que no lo son hay que descomponerlas en funciones. Por ejemplo, la ecuación 
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de una circunferencia 2244? = 1 no representa (globalmente) una función, ya 
que para cada valor de una de las variables hay dos valores de la otra, con lo 
cual se viola el concepto de función. En consecuencia, la descomponemos en 
dos funciones: una que toma el valor positivo (semicircunferencia superior), 
y otra el valor negativo (semicircunferencia inferior). En efecto, tenemos: 


2 2 2 2 y =+vV1- 22 
w +y al > =1- zl > y“-=+vV1-2? > 
y y y=+vy Toe 
y r? +y =1 
XT 


Figura 2.2: La circunferencia no es una función, pero podemos descomponerla en dos 
funciones. 


Función de varias variables. Una función de varias variables es una 
correspondencia entre más de dos magnitudes. En este caso, las imágenes 
también serán números reales, pero los originales no serán números indivi- 
duales, sino parejas o ternas de números reales. Es decir, para poder dar 
el resultado de la función necesitamos tener varios datos. En consecuencia, 
los valores de la función (las imágenes), que serán números reales, dependen 
(son función) de más de una variable. 

Ejemplo: Si expresamos el área de un triángulo en función de la base y de 
la altura, tendremos una función de dos variables. 


1 
a= ¿bh => a= f(b,h) b>0, h>0 
b 
Figura 2.3: 


En general, será: 


Ejemplo: Si expresamos el volumen de un paralelepípedo rectangular (caja 
de zapatos) en función de sus aristas, tendremos una función de tres vari- 
ables. 
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y v = zyz = v= f(x,y,z) r>0, y>0,z>0 


zx 
Figura 2.4: 


En general será, 


f:DCR? —R 
f: (2,y2)>u v= f(x,y,z) 


Denotamos una función de dos o más variables por una notación similar 
a la utilizada con las funciones de una sola variable. Así, en los ejemplos 
anteriores, tenemos: 


1 
z= f(x,y) =31Y Y v = f(x,y,z) = xyz 


2 variables 3 variables 


Definición 2.1 (Función de dos variables). Sea D un conjunto de pares 
ordenados de números reales. Si a cada par ordenado (x,y) de D le corres- 
ponde un número real f(x,y), entonces se dice que f es función de x e y. 
El conjunto D es el dominio de f y el correspondiente conjunto de valores 
de f(x,y) es el recorrido de f. 


Para la función dada por z = f(x,y), a x e y se les llaman variables 

independientes, y a z variable dependiente. 
Nota: Nótese el doble papel que juega la letra z en la notación: En funciones de dos 
variables se le suele usar para denotar los valores de la función, escribiendo z = f(x,y) 
(aquí, la z es la “función”, la variable dependiente), mientras que en funciones de tres o 
más variables suele aparecer denotando a una de las variables de la función, por ejemplo, 
en v = f(x,y,z) (aquí la z es una variable independiente). 

El par ordenado (x, y) puede tener una doble interpretación: por un lado, 
lo podemos considerar como una pareja de números reales (es decir, vemos 
dos números, dos variables); y por otro, lo podemos considerar como una 
unidad, como las componentes de un vector, v = (x,y) (y, en este sentido, 
sólo veremos una variable, un vector). En consecuencia las funciones de 
varias variables, también, pueden considerarse como funciones de una sola 
variable vectorial. 


FEDER —R 


f: (1,y)—>2 z= f(x,y) 
f: vz z= f(v) con v= (x,y) 
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En general, tendremos funciones del tipo: 


f:DCR” AR 
f: (%1,..., tn) — y Y = f(£1,..., En) 
f:ix—y y=f(x) 


que llamaremos funciones reales de n variables reales, si consideramos a los 
puntos de R” como n-adas de números reales (es decir, veremos n variable), 
o bien, funciones reales de variable vectorial, si consideramos a los elementos 
de R” como vectores (es decir, sólo veremos una variable: un vector). 

Es decir, una función f : D C R” — R es una regla que asocia a cada 
n-ada ordenada de números reales (11,...,tn) de D, o bien, a cada vector 
x de D, un número real (y sólo uno) bien determinado f(t1,...,Tn). 

En consecuencia, una función de varias variables está constituida por: 

a) Su dominio D CR”, 
b) su codominio R, 
c) la regla, z = f(x), que asocia a cada elemento del dominio x € D, 
su imagen z € R. 
A la magnitud que se despeja (la imagen) se le llama variable dependiente 


y a las otras variables independientes. 

A las funciones de varias variables también se les llama campos escalares. 
Igual que en una variable, para que la correspondencia sea función la ima- 

gen tiene que ser única. Para poder aplicar las propiedades de las funciones 

a las correspondencias que no lo son, hay que descomponerlas en funciones. 


Ejemplo. La ecuación de la esfera 14+y?+2? = 1 no representa (globalmente) 
una función, ya que si le damos valores a dos de las variables obtenemos dos 
valores de la tercera, lo que viola el concepto de función. 


Z4 
a hal 1 2? ley -y > 


>2=xvy1-2?-y? (noes función) => 


» m i zı = +y 1 — 2? — y? (si es función) 


z2 = =y 1 — r? — y? (si es función) 


MS 


Figura 2.5: 


Funciones vectoriales. Una función se dice que es vectorial cuando el 
resultado no es un número, sino un vector, es decir, una pareja de números 
o una terna de números. 


Ejemplo. Si las ecuaciones paramétricas de una recta son las siguientes: 


x=1-t 
y =2+23t 
2=1+t 
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para cada valor del parámetro tiempo, t, obtenemos las tres coordenadas del 
punto de situación, (x,y, z). 


En general, tendremos, 
f:DCR—R? 


x= r(t) 
fa t — (x,y, 2) y = y(t) 
z= z(t) 


También se pueden definir funciones vectoriales que dependan de varias 
variables. Por ejemplo: 
f:D CR? — R? 


f:  (2,y) — (ty, 2*y, Inz) 


En general, podemos establecer la siguiente clasificación: 


n=m=1 función de una variable 


1 u . . 
n r Nai función de varias variables 
f:DCR” — R m=1 
lqui 5 l 
r a E } función vectorial 
m>l 


Campos vectoriales. Se llaman campos vectoriales a las funciones vecto- 
riales de R” en sí mismo. Es decir, se llama campo vectorial a las funciones 
del tipo f : D C R” — R”. Una práctica para visualizar los campos vec- 
toriales consiste en jugar con la naturaleza “dual”de los elementos de R”; 
los elementos del dominio x € D se ven como puntos y los de la imagen 
f(x) como vectores. El vector f(x) se representa mediante una flecha que se 
puede colocar en cualquier punto del espacio, sin embargo, para tener una 
visualización del campo, la flecha se colocará de manera que su punto inicial 
sea el punto x. 

Ejemplo. El campo F : R? — R? de ecuación, F(x,y) = (x,y), que asocia 
al punto (x,y) € R? el vector (x, y) € R?, se llama campo radial en R?, y se 
puede representar gráficamente como un conjunto de flechas en dirección ra- 
dial, cuya longitud crece al alejarnos del origen de coordenadas y disminuye 
al acercarnos a él. 


2.1.2. Dominio de una función de varias variables 


El dominio de una función se define como el conjunto de puntos que tienen 
imagen. 

En la práctica el dominio de una función de varias variables, normal- 
mente, viene determinado por el contexto del problema (por ejemplo área 
de un triángulo). Por eso, para definir las funciones es usual dar simplemente 
la fórmula z = f(x), sin especificar el dominio D. 

Dominio implícito en la fórmula. Cuando no se dispone de un contexto 
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\J/ 


Y Pi. 
LA SS 


EN 


Figura 2.6: Campo radial en IR? 


de aplicación, también es usual definir las funciones dando simplemente la 
regla z = f(x), sin especificar el dominio D. En tal caso se entiende que 
el dominio viene implícito en la propia fórmula, y queda determinado por 
todos aquellos valores para los cuales tiene sentido aplicar la fórmula que 
define la función. O sea, el dominio está formado por todos aquellos valores 
tales que al sustituirlos en la fórmula y realizadas las operaciones indicadas 
se obtiene un valor numérico y no una operación imposible. Es decir, se 
entiende que el dominio de la función f es el mayor subconjunto D de R” 
para el cual la regla f(x) tiene sentido (si el dominio es más pequeño hay 
que indicarlo). Por ejemplo, si definimos la función a = izy el dominio sería 
cualquier pareja de números reales (x,y). Ahora bien, si queremos que esa 
función represente el área de un triángulo, los valores x e y tienen que ser 
positivos. Por lo tanto dicha restricción habrá que indicarla junto con la 
fórmula a = Lay x > 0, y > 0. Si no se indica ninguna restricción esta- 
mos suponiendo que el dominio es el máximo “permitido” por la fórmula. El 
conocimiento del dominio nos permite saber qué valores pueden sustituirse 
en la fórmula y cuales no. 

El dominio de una función de dos variables f(x, y) será una región del 
plano, y el dominio de una función de tres variables f(x,y,z) una región del 
espacio. Y vendrá determinado por la propia fórmula (dominio implícito), o 
bien, por una restricción arbitraria que nosotros impongamos. 

Se llama Rango o Recorrido de una función al conjunto de elementos 
que son imagen. En general, nos ocuparemos del Dominio y sólo en casos 
particulares nos ocuparemos del Recorrido. 


Ejemplo 2.1 (Encontrando un dominio). Encontrar el dominio de definición 
de función 
= Y 
f(x, y) = Pe 
Solución. Se trata de encontrar aquellas parejas de números (x,y), para 
las cuales tiene sentido la fórmula dada para f(x, y). Es decir, ¿qué valores 
pueden darse a x e y, de manera que al realizar las operaciones indicadas en 
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la fórmula se obtenga un valor numérico y no tropecemos con una operación 
imposible? 

Es evidente que, en este caso, el dominio de la función es todo el espacio 
R? excepto el origen de coordenadas, es decir, Df = R? — (£(0,0)), pues la 
fórmula puede ser calculada para cualquier pareja de números reales, salvo 
para la pareja (0,0). En efecto, 


el 
-2-3 —6 
529) C++ 13 
0-3 0 
f0 3) = FeaT’ 


Sin embargo, al sustituir la pareja (x,y) por (0,0) tropezamos con una ope- 
ración imposible, como es dividir por cero. 


Ejemplo 2.2. Encontrar el dominio de la función 
THFYTZ 
/ q2 + y? + z2 


Solución. El mismo razonamiento del ejemplo anterior nos conduce a 


f(x,y,z) = 


D; = R? — {(0,0,0)} 


Nota: Recordemos que al calcular el dominio de una función deben tenerse en cuenta, 
entre otras, las siguientes circunstancias: 


1. Que no se puede dividir por cero. 

2. Que las raíces de índice par sólo están definidas para los números positivos y el 
Cero. 

3. Que los logaritmos sólo están definidos para los números positivos. 


Ejemplo 2.3 (Representando un dominio). Encontrar el dominio de defini- 
ción de las siguientes funciones, indicando su significado gráfico. 


I; ten) =- 2. ten) =- 


) sen (yz) 
rA em 
y4- -y-a 
1 


5. f(x,y) =lngry 6. Aay = 


7. f(x,y) = aresen(x + y) 


Solución. 
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Para que la raíz cuadrada V x — y? esté definida, el radicando no puede 

ser negativo, luego x — y? > 0, pero, al estar en el denominador, ha de 

ser distinto de cero, x — y? Æ 0. En consecuencia, 


zr—y >0 2 2 2 2 
e y >0=>ux>yY > Dp = {(z,y) €R“/x > y”) 
Para representar la inecuación x > y? representamos la ecuación z = y?, 
y obtenemos una parábola. En los puntos de la parábola se tiene 
la igualdad z = y?. En consecuencia, a la derecha de la parábola 
será x > y?. Luego el dominio de la función coincide con el interior de 
la parábola, excluido el contorno. 


Figura 2.7: Dominio de la función: f(x, y) = pa A 


yz y 


T 


2. f(£,y)= Jera 


Para que la raíz cuadrada esté definida, el radicando no puede ser 
negativo, luego z? + y? — 9 > 0, pero al estar en el denominador, no 
puede ser cero, 1? + y? — 9 4 0. En consecuencia 

y 


a2+y-9>0=> r? +y >9 > 
Dp =4((x, y) €R?/2? + y? > 9) 


Exterior del círculo de centro el Origen y radio 
3, excluido el contorno 


Figura 2.8: 


/ y2 2 


Igual que en el caso anterior, para que la raíz cuadrada esté definida, 
el radicando no puede ser negativo, luego z? +y? — 9 > 0. Ahora bien, 
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en este caso, al estar en el numerador, no se le exige que sea distinto 
de cero. No obstante, al estar x en el denominador, no puede ser cero, 
x Æ 0. En consecuencia 


r? +y —9>0 > r? +y 9 


Exterior del círculo de centro el Origen y radio 
3, incluido el contorno y excluido el eje OY. Los 
puntos (0,3) y (0, —3) quedan excluidos. 


y 
P =] A0 => 
dk z Dy = {(2,4) E€ R?/2? +4? > 9, £ #0} 


Figura 2.9: 


B sen (yz) 
4. anae A 
En numerador no tiene ningún problema, está definidos para cualquier 
valor de x e y. Luego, 


Z4 


4- r? =y -2 >0 > r? Hy +2? <4 > 


Te 


Dy = {(x,y) E R?/L? + y? + 2? < 4) 


m El dominio es el interior de la esfera de centro 
el Origen y radio 2, excluido el contorno. 


Figura 2.10: 
5. f(x,y) =lnzy 


a Ds = {(x,y) € R?/[x > 0,y > 0] 


0> >! 
Na o ó [z < 0,y < 0]} 


y<0 
Es decir, el dominio está formado por el primer y el tercer cuadrante, 
excluidos los ejes de coordenadas. 


6. an= 5 


zy #0 >x#0ey #0 > D¡=([(2,y) € R?/zy #0} 


El dominio comprende todo el plano menos los dos ejes de coordenadas 


7. f(x,y)= arcsen (x + y) 
Que f(x,y) sea el arcsen de x + y, significa que x + y es el seno de 
un ángulo. Para que x + y pueda ser el seno de un ángulo ha de estar 
comprendido entre 1 y -1, —1 < x +y < 1. En consecuencia 
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a+ys<l>y<l-zx 


—1 < < 
<u+y=l >) =1<x+y >y42-l1-u 


> Dy=((2,y) ER?/-1<x+y<1) 


El dominio es la franja comprendida entre las rec- 
tas y = 1— z e y = —1 — z, incluidas ambas rectas. 


Figura 2.11: 


2.1.3. Operaciones con funciones de varias variables. 


Las funciones de varias variables se pueden combinar de la misma forma 
que las funciones de una sola variable. Por tanto se pueden sumar, restar, 
multiplicar, dividir, etc. 
f(x, y) 
g(x,y) 
Así, las operaciones entre funciones de varias variables se definen de manera 
análoga a como se definen en el caso de una sola variable: 
(f +g)(x,y) = f(z, y) + g(x,y) 

(fg)(z, y) = f(x, y)g(z, y) 

Í _ f(x,y) 

e (x, y) = 

g g(x,y) 


No obstante, hay que hacer notar que operar con funciones significa operar 
con las imágenes de un mismo punto. 


fx, y) 


Hay) estay) , ley): ale.y) , 


A 


N 
(x, y) s 


Fx, y) + g(x,y) 
g(x,y) dl 


En consecuencia, para que la operación con las imágenes se pueda considerar 
como una operación de funciones, las dos funciones tienen que estar definidas 
sobre ese mismo punto. Por tanto, para operar, todas las funciones tienen 
que ser del mismo número de variables (aunque en la fórmula no tienen por 


que aparecer todas). 
Ejemplo, se pueden sumar las funciones: 
f(1,y) =x } 
2x2+y=$flx,y) tgl y) = (T +g 
e ale y =f(xc,y) + glo, y) = (f + 9)(£,y) 


Sin embargo, no se puede expresar como suma de funciones la siguiente 
suma: 


f(z) =z 


glz, y) =2+y l 22+ y= fla) + gley) = (F+?) 
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Considerando los dominios, se tiene, 


f:D¿CR”>R f+g:D; AND CR” =R 
g: Dy CR” >R } (f+9)(x) = f(x) + g(x) 


Es decir, el dominio de la función suma es la intersección de los dominios 
de las funciones sumandos. Igual ocurre con la diferencia y el producto. Sin 
embargo, en el cociente hay que hacer una restricción adicional y eliminar 
aquellos puntos que anulan el denominador, ya que no está permitido dividir 
por cero. Así, 


Dy/g = DN Dy —4x € Dg/ g(x) = 0} 


Ejemplo 2.4 (Hallando el dominio de una suma de funciones). Encontrar el 
dominio de la función: 


2 
x*y x—1l 
f(z, y) = ! 
(i ) Vy- 2? j v1=a?- y 
Solución. Hallamos el dominio de cada uno de los sumandos, por separado. 
Y luego hallamos la intersección de los dominios obtenidos. 


y-132>0>y>23>D,=((2,y) €R?/ y > 2?) 
1-22-y>0=>232+y?<1=>D2=1f(2,y) E R?/ £? +y? <1} 


La intersección de estos dominios está constituida por los puntos interiores 
al círculo unitario z? + y? = 1 (excluyendo su frontera) que están en el 
interior de la parábola de ecuación y = z? (excluyendo su frontera). 


a i x—1 


Figura 2.12: Dominio de la función f(x,y) = E 
Vy=r?  y/l-x2-y 


Funciones polinómicas. 

En varias variables se suele utilizar una terminología similar a la utilizada 
en una variable. Así, una función que se puede expresar como suma de 
funciones de la forma cx""y"” (donde c es un número real y m y n son 
enteros no negativos) se conoce como función polinómica de dos variables. 
Por ejemplo, son funciones polinómicas de dos variables, las siguientes: 


f(£,y) =z” +y —3ry+r+2 y gle,y)=20y?-y+3 
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la primera de segundo grado y la segunda de tercero. Al cociente de dos 
funciones polinómicas se le llama función racional. 


2.1.4. Composición de funciones 


Composición de funciones, en general. Componer dos funciones con- 
siste en aplicar la segunda función al resultado de la primera. Es decir, para 
«componer» dos funciones se aplica primero f a cada x en Dy y después se 
aplica g a f(x), siempre que sea posible (es decir, cuando f(x) pertenezca a 
Dy). 

Hay que advertir que, en general, la composición de funciones no es 
conmutativa, es decir, en la generalidad de los casos será fog Æ go f, incluso, 
puede suceder que esté definida la composición en un orden y no en el otro. 
Sin embargo, sí se cumple la propiedad asociativa f o (go h) = (fog)oh. 


Composición de funciones reales de una variable real. Componer dos 
funciones consiste en aplicar la segunda función al resultado de la primera. 
Ahora bien, desde el punto de vista analítico, este concepto puede tener 
una segunda lectura. Analíticamente, la composición de funciones, también 
significa sustituir una función en la otra. Es decir, si tenemos la función 
y = f(x) que establece la dependencia entre y y x, y la función x = g(t), 
que establece la dependencia entre x y t, podemos sustituir esta última en la 
primera y obtener y = f(g(t)). A la función así obtenida (que envía t a y) se 
le llama composición de f con g y se denota por fog. Obsérvese que el orden 
en que se escribe la composición f o g es el inverso al orden en que actúan 
las funciones (primero g, después f). Conviene tener siempre presente esta 
doble visualización de la composición de funciones: como aplicación sucesiva 
de dos funciones, y como sustitución de la variable por una función de otra 
variable. En esquema sería lo siguiente: 

(a) Como aplicación sucesiva de funciones: 


g f 


fog 


Figura 2.13: Composición de funciones 


(b) Como sustitución de la variable: 


y= f(z) ba so) 


z= g(t) 


Es evidente, como ya se ha dicho, que para poder componer dos fun- 
ciones, en su totalidad, el rango de la primera ha de estar contenido en el 
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dominio de la segunda g(D¿) C Df, en caso contrario, después de aplicar g 
no podríamos aplicar f. Sin embargo, esta restricción no es necesaria para 
poder realizar, parcialmente, la composición de las funciones, sólo que, en 
este caso, habrá que reducir el dominio de la composición a los puntos del 
dominio de la primera que tienen su imagen en el dominio de la segunda. 
Desde el punto de vista formal la composición, de funciones reales de una 
variable real, puede enunciarse de la siguiente forma: Dadas las funciones 
g:ICRR,f:JCROR (tales que g(I) C J), se llama composición 
de f con g y se denota fog: ICR=R, a la función (fo gx) = Fax). 


g:ICR>R ISILR y 
ER fog:ICR>R JU osa) = Slate) 


En el caso de que no se cumpla la condición g(1) € J, la composición también 
es posible, siempre que g(1) N J 4 Ø. En tal caso habrá que restringir las 
funciones a aquellos puntos en los que la composición sea posible. Es decir, 
a los puntos del dominio de la primera que tienen su imagen en el dominio 
de la segunda. 

Composición de funciones vectoriales. Para funciones de varias varia- 
bles la situación es, en principio, algo más complicada. Téngase en cuenta 
que dos campos escalares f, g: D CR” — R no se pueden componer, pues 
la operación de composición entre funciones solamente se puede realizar 
cuando el rango de una de ellas está contenido (o al menos tiene alguna 
conexión) en el dominio de la otra, y los campos escalares tienen rango en 
R y dominio en R”. Por lo tanto, los campos escalares solamente se podrán 
componer con funciones de una sola variable, por la derecha; o con funciones 
vectoriales, por la izquierda. Es decir, 


RPÍRSIR RÍLRSRT.  RTSRÍR 


Pensando en la composición como la sustitución de las variables (se trataría 
de la composición por la izquierda), para componer la función z = f(x, y) 
tendremos que sustituir las dos variables x e y, respectivamente, por dos 
funciones gi y g2 que las conecten con otras variables, donde g1 y g2 pueden 
ser funciones de una o varias variables (ambas de las mismas). Así, si con- 
sideramos las funciones 


z= gı(u,v), y= gal(u,v) 
podemos sustituir en la función z = f(x,y) y obtener la función compuesta: 
z= f(g (u, v), 92 (u, v)) 


que en esquema sería: 


a= pend ZZN pa fiolun) gluo) 
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Ahora bien, la pareja de funciones x = gı (u, v), y = ga(u, v) que sustitui- 
mos, también puede considerarse como las componentes de una sola función 
vectorial g : D C R? — R?, de tal manera que a cada punto (u,v) € D 
la función vectorial g le asocia el punto g(u,v) € R?, cuyas coordenadas 


son (x, y) = (g1 (u, v), g2(u, v)) LO) sea, g(u, v) = (9 (u, v), g2(u, v)). Y esto 
permite interpretar la sustitución de las variables como la aplicación sucesiva 
de dos funciones: una vectorial y la otra real. En esquema sería: 


R & RR 
(u,v) > (z,y) = z 


de donde, 
fo g(u, v) = f(8(u, v)) = f(g (u, v), ga(u, v)) 


Ejemplo 2.5 (Componiendo funciones). Hallar la función compuesta de la 
función f(x,y) = xy? + xy con las funciones 


x=gií(u,v)=u+wv e y=ga(u,v) = uv 


Solución. Si queremos interpretar la composición como la aplicación sucesiva 
de dos funciones, consideramos la función vectorial 


glu, v) = (gı(u, v), ga (u, v)) = (u + v, w) 


y, en esquema, resulta 


f(2,y) = £y? + £y } R LR R & RL 
glu, v) = (u+ v, uv) | RZS R? | (u,v) (x,y) =z 


de donde, la composición buscada, será: 


h(u, v) F (f Q g)(u, v) = f(gu,v)) z f(g1(u, v), ga(u, v)) = Fu T v, UV) =Á 


= (u + v)(uv)? + (u + vjuv = uv? + uv? + uy + uv? 


Nótese que la función resultante de la composición, h = fog, es una función 
distinta de f, g, g1 y ga, es decir, se trata de una nueva función A, tal que 


Fx, y) = h(u, v) F f(u, v) 


En la práctica se pueden simplificar los cálculos, sustituyendo directamente: 
f(x=,y) = f(u+v, uv) = (u+v)(uw)?+(u+v)Juv = uv" +u v? +u? vtu? = h(u, v) 
Ejemplo 2.6. Hallar la función compuesta de la función 


f(£,y, 2) =12y?2% — xyz 


con las funciones z = gi (t) =e!, y = ga(t) = sent y z = g3(t) = t 
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Solución. Consideramos la función vectorial 


g(t) = (g1 (t), g2(t), g3(t)) = ( t sent, t’) 


y, en esquema, resulta 


Tein =a ay ) RSR|RESRÍLR 
g(t) = (e!, sent, t?) | t= (x,y,z) => w 


de donde, la composición buscada, será: 


h(t) = (fo 8)(t) = f (g¢)) = £ (g1 (t), g2(t), g3(t)) = f(e, sent,t?) = 
= e sen? t (12)? — e sen tt? = thet sen? t — te sent 
En la práctica se pueden simplificar los cálculos, sustituyendo directamente: 
f(x,y,z) = f(e, sent, t?) = el sen? t (12) — et sen tt? = e! sen? t—t?e sent = h(t) 


En este caso, también es posible la composición en el orden inverso. En 
efecto, tenemos 


f(x,y, 2) = zy?z2? — ryz } BGLRI|RLRS R 
g(t) =( t sent, t?) £, R3 (x,y,z) => t= w 


de donde, la composición buscada, será: 
h(x,y,z) = (g0 f)(x,y, z) = g(f(x,y,z)) = a(2y?2* — zyz) = 
= (PE e sen (1y22* — zyz), (ay?z* — 2yz)) 
Ejemplo 2.7. Hallar la función compuesta de la función f(x, y) = xy? — £y 
con las funciones g(t) = yt 


Solución. Este caso es distinto de los dos anteriores, ya que aquí, para poder 
componer, la función f tiene que actuar primero, y después la g. En efecto, 
en esquema, resulta 


f(z, Ta R2 Í, R RÊRSR 
RSR (x,y) >otoz 


de donde, la composición buscada, será: 


h(t) = (go fe, y) = g(f(£,y)) = Vf(2,y) = vay? — ay 


Nótese que la función resultante de la composición solamente estará definida 
para aquellos puntos (x,y) en los cuales se cumpla que zy? — gy > 0, es decir, 


Dr, = [(2,y) € R?/ xy? — xy > 0) 
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En la práctica, también se pueden simplificar los cálculos sustituyendo di- 
rectamente, pero en este caso, sustituimos en la función g: 


g(t) =9(f(2,4) = Vf (2, y) = V zy? — zy = h(x, y) 


En estos casos, la sustitución puede hacerse, indistintamente, “de fuera a 
dentro” o “de dentro a fuera”, en efecto, 


g(t) = g(f(£,y)) = glay? — xy) = V xy? — xy = h(x, y) 
Ejemplo 2.8. Componer las funciones, en el orden en que pueda hacerse: 
1. f(z,y)=16- 4r? -y y gl)=yz 
Solución. 


f(z, y) = 16 — da? — y? ) R? -ÓR 
g(2) = vz R-LR 


g| f(e, y)] = h(x, y) e v16 — 4r? — y? 


2. f(x,y,z) = (Qx,2+y,2+2), g(x,y, z) = (£z+y,y+z) y h(x, y) = x+y 


pedro 


Solución. 


f(x,y,z) = (Qu, 2 +y, +2) l R3 -6 R? h 


g(x,y, z) = (£ +y,y +z) R -LR VR -L R 2, R? R 


h(x,y) =x+y 


nl [ræv] = h[g(2x, 1+y, 2+2)] = h(3x+y, 2x+y+2) = 51+2y+2 


La función g debe interpretarse como: (1* componente +2* , 2° + 3°) 


Caso general. En general, interpretando la composición de funciones como 


sustitución de las variables, para componer la función z = f (£1, £2,- , £n) 
tendremos que sustituir las n variables £1, £2,**- , £n, respectivamente, por 
las funciones g1, 92,- gn que las conecten con otras variables u1, U2,- , Um, 


donde g1, 92,: -gn pueden ser funciones de una o varias variables (todas de 
las mismas). Así, si consideramos las n funciones 


11 = g1(u1,U2,*** , Um) 
£2 = g2(U41,U2,*** , Um) 
Tn = gn(u1, U2, De , Um) 
podemos sustituirlas en la función z = f(11,12,:-* , £n) y obtener la función 


compuesta: 


Z= f(g (u1, ua, --- , Um), g2(u1, U2, Um): , galu, uz, += ,Um)) 
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Ahora bien, las n funciones 
21 = gı (u1, U2, Um), Ta = gə (u1, U2," Sür); RE En = Jn (U1, U2; Um) 
pueden considerarse como las componentes de una sola función vectorial 


g:DCR”>R”, 


de tal manera que a cada punto (u1, u2,::- ,Um) E D C R” la función g 
le asocia el punto g(u;,uz,-** , Um) = (£1, %2,*** ,Tn) E€ R”, cuyas coorde- 
nadas son 

(£1, Ta 2 Ba) < (gı (u1, uz, >> , Um), 92 (u1, U2, Um) ¿Gp (U1, U2, , Uan) 
O sea, 

g(us, U2,- - Um) = (g1 (u1, U2; +> , Um), g2(u1, U2, +: Um) =* , Jn (U1, U2, qe 


que en esquema, sería: 


Re Æ, p —Í5 R 
(u1,U2,*** ¿Um) > (Z1, T2, , Zn) => Z 


De esta manera se ve el proceso de composición de funciones de varias varia- 
bles como un proceso entre dos funciones, que se puede enunciar formalmente 
de la siguiente forma: 


Definición 2.2 (Composición de funciones). Dada la función f : Ds € 
R” — R definida en el conjunto Df de R” y la función g : Dy CR” —> R” 
definida en el conjunto Dg de R””, cuyo rango está contenido en Dp (es 
decir, g(D¿) € Dp), entonces se puede formar la composición de ambas 
funciones f o g : Dg CR” — R, definida como: 


(f o g)(u) = f (g(u)), uE Dy 


Esquemáticamente sería. 


. D CR” > R” sp, t, 
o a pe z R a | CoB) = el) 


y mediante diagramas, 


O bien, teniendo en consideración los dominios, 

En el caso de que no se cumpla la condición g(I) C J, la composición 
también es posible, siempre que g(1)NJ # Ø. En tal caso habrá que restringir 
las funciones a aquellos puntos en los que la composición sea posible. Es 
decir, a los puntos del dominio de la primera que tienen su imagen en el 
dominio de la segunda. 

Igual que en una variable, en general, la composición de funciones no 
cumple la propiedad conmutativa, y sí la asociativa. 
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fog 
Figura 2.14: Composición de funciones 


R” R” 


fog 
Figura 2.15: Composición de funciones 


2.1.5. Gráfica de una función de dos variables 


Igual que ocurre con las funciones de una variable, el dibujo de la gráfica 
de una función de dos variables puede resultar muy esclarecedor para el 
conocimiento del comportamiento de la función, ya que nos permite visu- 
alizar, mediante imágenes gráficas, sus propiedades abstractas, con objeto 
de comprenderlas y recordarlas mejor. 

Funciones de una variable. La gráfica de una función de una variable, 
por lo general, es una curva en el plano. 


Figura 2.16: Gráfica de una función de una variable. 


Un punto (x,y) del plano para estar situado en la gráfica ha de cumplir 
dos condiciones: en primer lugar, que su primera coordenada, x, esté en 
el dominio de la función, x € Df; y en segundo lugar, que su segunda 
coordenada, y, sea la imagen, mediante la función de la primera, es decir, 
y = f(x). En base a esto, los puntos (x,y) de la gráfica se pueden expresar 
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de la forma (x, f(w)). Es decir, 
gráf f = { (x,y) ER? /x € Df, y = f(x) ) 
o bien, de manera esquemática, 


(z,y) € gráf f < l hir } > (x,y) = (2, f(x) 


Funciones de dos variable. La gráfica de una función de dos variables 
f(x,y) es el conjunto de puntos del espacio (x,y,z) para los cuales se tiene 
que z = f(x,y) y (2,y) € Dp. 


gráf f = { (x,y,z) E€ R? / (x,y) € Dj, z = f(x,y) } 


Es decir, 


(x,y) ED 


ENERE Ye na) = (anfen) 


(x,y,z) € gráf f S i 


La gráfica de una función de dos variables será una 
superficie en el espacio. La proyección de la gráfica 
sobre el plano horizontal coincide con el dominio de 
la función. 

Los puntos de la gráfica se representan por 


Figura 2.17: (x,y, f(£,y)) 


En consecuencia, a cada punto (x,y) del dominio D le corresponde un 
único punto (x,y,z) en la superficie y, a la inversa, a cada punto (x,y,z) de 
la superficie le corresponde un punto (x,y) del dominio. 


Ejemplo 2.9. Representar la función: f(x,y) = 2x +y -— 4 


Solución. El dominio de la función es todo R?. Para representar la función 
ponemos z en lugar de f(x, y), para ver si se trata de una ecuación conocida, 
con lo que tenemos: z = 2x + y — 4, de donde resulta 
2x1 + y — z = 4 que es la ecuación de un plano en 
el espacio. Para tener una visualización del plano en 
el espacio representamos el triángulo formado por los 
tres puntos en los que el plano corta a los ejes de 
Figura 2.18: coordenadas. 
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Para hallar las coordenadas de un punto de un plano 


XxX y|2 se dan valores arbitrarios a dos de las variables y se 

210/0 calcula el tercer valor a partir de la ecuación del plano. 

01410 En nuestro caso, se da el valor cero a dos de las vari- 

010-4 ables y se calcula el valor correspondiente de la otra 
variable. 


Observación. La ecuación del plano se generaliza al espacio de n dimen- 
siones mediante lo que se denomina hiperplano. Así, tenemos las siguientes 
representaciones: 


f(x) =ax+b Recta en el plano 
Flx,y) =ax+by+c Plano en el espacio 
F(21,... Tx) = 0111 + 4222 +: + Tp +b Hiperplano en R+ 


Ejemplo 2.10. Representa la función: f(x,y) = y9— 1? — y? 
Solución. El dominio de la función viene determinado por 9— gz? — y? > 0 


de donde gz? +y? < 9 que es el círculo con centro 
3 el origen de coordenadas y radio 3 (incluido su con- 
torno). 

y Para representar la función sustituimos f(x,y) por 
3 z, con lo que resulta: z = y/9— x? — y? de donde 
E3 z? = 9 — r? — y? o bien 2? + y? + zr? = 9 que es 

la ecuación de la esfera de centro el origen de coorde- 

Figura 2.19: nadas y radio 3. Y al limitarnos a valores de z posi- 

tivos, se reduce a la semiesfera superior. 


Ejemplo 2.11. Representa la función: f(x,y) = y 16 — 4r? — y? 


Solución. El dominio de la función vendrá determinado por 16—4x?—y? > 0 


de donde 4z? + y? < 16, o lo que es lo mismo, 
4 = + e < 1 que es la elipse con centro el origen 
4 de coordenadas y semiejes 2 y 4 respectivamente 
(incluido su contorno). 
Para representar la función sustituimos f(x, y) 
por z, con lo que resulta: z = v16 — 43? — y? 
4 de donde z? = 16 — 4x? — y? con lo cual 
9 da? +y2+22=160 bien, $ ++ % =1 que 
T es la ecuación del elipsoide de centro el origen 
de coordenadas y semiejes 2, 4 y 4 respectiva- 
mente. Y al limitarnos a valores de z positivos, 
se reduce al semielipsoide superior. 


<Q 


Y 


Figura 2.20: 


Ejemplo 2.12. Representa la función: f(x,y) =3 
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Para representar le función ponemos z en lugar de 
f(x,y), con lo que tenemos: z = 3 que es la ecuación 
del plano horizontal de altura 3. 


Figura 2.21: 2 = 3 


Solución. El dominio de la función es todo R?. 

Cortes con los planos coordenados. Para ayudarnos en la representación 
gráfica de las superficies, estudiaremos la curva en que la superficie corta a 
los planos coordenados. 


g zZ 


£ T 


Figura 2.22: Planos coordenados zx = 0 e y = 0. 


Ejemplo 2.13. Representa la función: f(x,y) = £? + y? 


Solución. El dominio de la función es todo R?. Para representar la función 
ponemos z en lugar de f(x,y), con lo que tenemos: z = 2? + y? 

z que, en principio, no sabemos de qué superficie se trata. 
Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coor- 
denados: 

- corte con el plano z =0 z = y? que es una parábola 
z - corte con el plano y =0 z = 2? que es otra parábola. 
Si supiéramos los cortes que se producen en la gráfica me- 
diante planos horizontales la tendríamos perfectamente de- 
terminada. Estos cortes son las curvas de nivel. 


Figura 2.23: 


Curvas de nivel. La intersección del plano horizontal, de altura k, z = k 
con la superficie z = f(x,y) se llama curva de contorno de altura k. 


f(z,y)=z 


jeas } curva de contorno de altura k 


La proyección de esta curva de contorno sobre el plano horizontal de coor- 
denadas OX Y, se llama curva de nivel de altura k de la función f. 


Flx,y) =k curva de nivel k 
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Z4 


Fj 
/ curva de 
Y, contorno 


Figura 2.24: Curva de contorno y curva de nivel. 


Las curvas de nivel son el conjunto de puntos del dominio donde la función 
es constante, es decir, los puntos donde la función toma el mismo valor, o 
sea, las curvas de altura constante sobre la gráfica de la función. Las curvas 
de nivel permiten representar superficies tridimensionales mediante un mapa 
plano. Es importante elegir los valores de z adecuadamente para que el mapa 
traslade una clara visualización de la superficie. El espaciado entre las curvas 
de nivel nos da una idea del crecimiento de la función. Así, mucho espacio 
entre dos curvas de nivel significa que la superficie crece lentamente. Dos 
curvas de nivel muy próximas significa que la superficie crece rápidamente. 
Dos curvas de nivel diferentes de un mismo campo escalar no se pueden 
cortar, puesto que la función f asocia un único número z = f(x,y) a un 
punto cualquiera (x, y) 


y 
crecimiento crecimiento 
lento rápido 


Figura 2.25: La distancia entre las curvas de nivel muestra el crecimiento de la superficie 


Ejemplo: Representar la función: f(x,y) = z% + y? 


Solución. El dominio de la función es todo ¡R?. Para representar la función 
sustituimos f(x, y) por z, con lo que tenemos: z = a? + y?. 
Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados: 


- corte con el plano z =0 z = y? que es una parábola 
- corte con el plano y =0 z = 2? que es otra parábola. 


Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante con lo que 
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resulta la ecuación z? + y? = z, en donde, para cada valor de z tenemos una 
circunferencia de radio yz. Podemos dar varios valores a z para ir viendo 
las curvas de contorno a distintas alturas: 


A —> se reduce al punto (0, 0) 


—> circunferencia de radio 1 


- nivel z = 0 — 24 0 

- nivel z= 1 — a? y 1 

- nivel z = 4 — a? y = 4 —> circunferencia de radio 2 
q? y 9 


- nivel z = 9 — —> circunferencia de radio 3 


Figura 2.26: Gráfica y curvas de nivel de la función f(x, y) = £? + y? 


Ejemplo 2.14. Representa la función: f(x,y) = ya? + y? 


Solución. El dominio de la función es todo R?. Para representar la función 
sustituimos f(x, y) por z, con lo que tenemos: z = y 1? + y?. 
Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados: 


z = yy? =| y | que es una recta quebrada 
z = Vx? =| x | que es otra recta quebrada. 


- corte con el plano z = 0 
- corte con el plano y = 0 


Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante con lo que 
resulta la ecuación z? + y? = z2?, en donde, para cada valor de z tenemos 
una circunferencia de radio z Damos varios valores a z para ver las curvas 
de contorno a distintas alturas: 


- nivel z =0 — z? +y? =0 — se reduce al punto(0, 0) 

- nivel ¿=1 — gz? +y? =1 — circunferencia de radio 1 
- nivel =2 — zr? +y? =4 — circunferencia de radio 2 
- nivel z =3 — z? +y? =9 —> circunferencia de radio 3 


Las curvas de nivel son circunferencias como en el caso anterior, pero los 
cortes con los planos coordenados son rectas y no parábolas. La gráfica 
resultante es un cono. 


Ejemplo 2.15. Representa la función: f(z, y) = 25 — a? — y? 
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Figura 2.27: Gráfica y curvas de nivel de la función f(x, y) = y 1? + y? 


Solución. El dominio de la función es todo R?. Para representar la función 
sustituimos f(x, y) por z, con lo que tenemos: z = 25 — a? — y. 
Hallamos los cortes de la superficie con los planos coordenados: 


- corte con el plano z =0 z = 25 — y? que es una parábola hacia abajo 
- corte con el plano y =0 z = 25 — a? que es una parábola hacia abajo. 


Para hallar las curvas de nivel suponemos z constante, con lo que resulta la 
ecuación a? + y? =25— z, en donde, para cada valor de z < 25 tenemos una 
circunferencia de radio y25 — z 


Damos varios valores a z para ver las curvas de contorno a distintas alturas: 


- nivel z = 0 — z? +y? =25 — circunferencia de radio 5 
- nivel z = 9 — gz? +y? = 16 — circunferencia de radio 4 
- nivel z = 16 — z? +y? =9 —> circunferencia de radio 3 
- nivel z = 21 — z? +y? =4 — circunferencia de radio 2 
- nivel z = 24 — z? +y? =4 — circunferencia de radio 1 


- nivel z = 25 — z? +y? =0 — se reduce al punto(0, 0) 


La gráfica sería un paraboloide invertido. 


Ejemplo 2.16. Representa la función: f(x,y) = y? — x? 


Solución. El dominio de la función es todo R?. Para representar la función 
sustituimos f(x, y) por z, con lo que tenemos: z = y? = qe, 


Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados: 


- corte con el plano a =0 z =y? que es una parábola hacia arriba 
- corte con el plano y =0 z = —u? que es una parábola hacia abajo. 


Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante con lo que 
resulta la ecuación y? — x? = z, en donde, para cada valor de z tenemos una 
hipérbola 

Damos varios valores a z para ver las curvas de contorno a distintas alturas: 
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Figura 2.28: Gráfica y curvas de nivel de la función: f(x,y) = 25 — q? — y? 


para valores positivos de z 


2 — [y=x0y=-x) dos rectas 


- nivel z = 1 — y?-—2a?*?=1 —> hipérbola centrada en eje OY 
- nivel z = 4 — y4? — z? =4 — hipérbola centrada en eje OY 


- nivel z = 0 — y =r 


para valores negativos de z 


- nivel z = —1 — gz? — y? = 1 — hipérbola centrada en eje OX 
- nivel z = —2 — a? — y? =4 — hipérbola centrada en eje OX 
La gráfica es la silla de montar 


Figura 2.29: Gráfica y curvas de nivel de la función f(x, y) = y? — zr? 


Resumen de algunas gráficas 


(1, y) =k plano horizontal de altura k 
Fx,y) =ax+by+c plano 
f(x,y) =x? +y? paraboloide 
Fx, y) = Vy £? +y? cono 
f(£, y) = yr? — gr? — y? semiesfera superior 
f(x,y) r? — ax? — by? elipsoide superior 
f(x,y) =y?—x* silla de montar. 
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Funciones de tres o más variable. La gráfica de funciones de tres o 
más variables se define de forma análoga al caso de una y dos variables. Así, 
en general, la gráfica de una función de n variables f : Dy CR” —= R, se 
define como el conjunto 


gráf f = { (21, T2,- ., En, Y) E RTI J (£1, 22,..., En) E€ Ds, Y = f (£1, Tac En) } 


Ahora bien, podemos visualizar la gráfica de una función de una y de dos 
variables, sin embargo, para n > 3 la gráfica de la función ya no puede 
ser visualizada, pues se encuentra en el espacio (n + 1)-dimensional (> 4- 
dimensional) 

Superficies de nivel. El concepto de curva de nivel, definido para funciones 
de dos variables, se puede extender a funciones de tres variables y definir 
las superficies de nivel. Si f es una función de tres variables y c es una 
constante, entonces a la gráfica de la ecuación f(x,y,z) = c se le llama 
superficie de nivel de la función f. En cada punto de una superficie de nivel 
dada, la función f toma un valor constante, f(x,y,z) = c. Este concepto se 
puede generalizar a cualquier dimensión, aunque, para n > 3 no tenga un 
significado gráfico. 


Ejemplo 2.17. Describir las superficies de nivel de la función 
fay z) =r +y Hz 
Solución. Cada superficie de nivel satisface una ecuación de la forma 
Hy H2? =c 


Luego las superficies de nivel son esferas de centro el origen de coordenadas 
y radio la raíz cuadrada de c. Si damos varios valores a c obtendremos varias 
esferas concéntricas. 


2.1.6. Otras representaciones de las funciones de varias vari- 
ables 


En Matemáticas a los conceptos teóricos se les buscan representaciones que 
nos permitan visualizar, mediante imágenes gráficas, sus propiedades abs- 
tractas, con objeto de comprenderlas y recordarlas mejor. Así, para tener una 
visualización gráfica de las propiedades de las funciones, hemos imaginado 
que las funciones de una variable representan curvas en el plano y las de dos 
variables superficies en el espacio. Sin embargo, este sistema no nos permite 
visualizar las funciones de tres o más variables y tenemos que conformarnos 
con imaginar una generalización de los conceptos aprehendidos en dos o tres 
dimensiones. 

En realidad una función no es ni una curva ni una superficie, sino una 
correspondencia entre magnitudes, y según sea el significado físico que le 
demos a esas magnitudes (espacio, tiempo, temperatura, etc.) la función 
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tendrá un significado físico u otro. Por eso, aunque la representación gráfica 
haya pasado a formar parte integrante del contenido teórico de las fun- 
ciones, no debemos olvidar que es simplemente un ¿instrumento de ayuda, 
y, por lo tanto, no nos debemos sentir atrapados por ese instrumento. Para 
comprender algunos conceptos, como por ejemplo las curvas de nivel, son 
también apropiadas otras representaciones de las funciones distintas de la 
representación gráfica. 

Así, las funciones de dos variables se pueden interpretar como la tempe- 
ratura en cada punto de una placa horizontal, siendo esta placa el dominio de 
la función. Las de tres variables se pueden interpretar como la temperatura 
en cada punto de una región del espacio. Las curvas de nivel serían las curvas 
de igual temperatura, es decir, las ¿sotermas. En el caso de tres variables las 
superficies de nivel serían las superficies de igual temperatura (superficies 
isotermas). 

A las funciones de varias variables también se les puede dar otras in- 
terpretaciones, por ejemplo, en un mapa del tiempo las curvas de nivel de 
igual presión se llaman isobaras. En las representaciones de los campos de 
potencial electrico, las curvas de nivel se llaman líneas equipotenciales. 


2.2. Límite y continuidad 


2.2.1. Introducción 


La gráfica de una función de una variable es una curva en el plano. 


Ya 


Figura 2.30: Gráfica de una función de una variable. 


Esta curva puede presentar las siguientes situaciones de discontinuidad. 
En dos variables pueden darse situaciones de discontinuidad de todo tipo. 


2.2.2. Entorno de un punto en el plano 


De manera análoga a como se definen los entornos en la recta real mediante 
intervalos, se definen los entornos en el plano mediante discos. Así, un ó- 
entorno alrededor de (xp, Yo) va a ser un disco centrado en (xo, Yo) con radio 
ô. Es decir, se define el 9-entorno alrededor de (xo, yo) como el conjunto de 
puntos (x,y) del plano que distan de (zp, yo) menos que ô. 


{(z,y) ER?; Y (2 — z0)? + (y — yo)? < ô} 
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f(x) x 


Evitable Salto Asintótica 


i 


| 


nube de puntos 
Por Oscilación Sólo es continua en x no es continua nunca 


Figura 2.31: Situaciones de discontinuidad en funciones de una variable 


que también se puede expresar sin la raíz cuadrada de la siguiente forma: 
{(z,y) € R?; (2— 20) + (y — 90)? < 8} 


y 


Figura 2.32: Entorno de un punto 


Cuando en la definición ponemos el signo < se dice que el disco es abierto 
y cuando ponemos el signo < decimos que el disco es cerrado. En el primer 
caso no está incluido el contorno y en el segundo sí. 


Regiones abiertas y regiones cerradas 


Un punto (zo, yo) de una región R del plano se dice que es un punto 
interior de R si existe un ó-entorno alrededor de (zo, yo) que pertenece 
totalmente a R. Si todos los puntos de una región R son interiores entonces 
decimos que R es una región abierta. 

Un punto (xo, Yo) se dice que es un punto frontera de R si cada disco 
abierto centrado en (xo, yo) contiene puntos del interior de R y puntos del 
exterior de R. Por definición, una región debe contener todos sus puntos 


2.2. LÍMITE Y CONTINUIDAD 113 


interiores, pero no tiene por qué contener a sus puntos fronteras. Si una 
región contiene todos sus puntos fronteras, entonces se dice que es una región 
cerrada. Una región que contiene a algunos pero no a todos sus puntos 
fronteras no es ni abierta ni cerrada. 


y 


Punto 
frontera 


Frontera de R 
X 


Figura 2.33: Punto interior y punto frontera 


2.2.3. Límite y continuidad en dos variables 


Al calcular el límite de una función en un punto nos interesamos por los 
valores que toma la función en los alrededores del punto. El límite de la 
función en un punto va a ser el valor que debería tomar la función en dicho 
punto, de acuerdo con los valores que toma en los alrededores del mismo. 
Este valor puede coincidir o no con el valor que realmente toma la función 
en el punto en cuestión. Es decir, el límite de una función en un punto P es 
£ si los valores que toma la función en los alrededores de P están tan cerca 
de L como queramos (el valor que la función tome en P no interesa a la hora 
de calcular el límite) 


2 f[Xo Yo] 


| l+e 


Yo 


xo 


Figura 2.34: Límite de una función de dos variables. 


Para poder hablar de límite de una función en un punto, la función tiene 
que estar definida en los alrededores del punto. Formalmente la definición 
de límite es la siguiente: 
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Definición 2.3 (Límite de una función en un punto). Sea f una 
función de dos variables definida en un disco abierto centrado en (xo, yo), 
excepto quizás en el punto (xo, Yo). Entonces, 


lím Ty) =£ 
A y) 


si y sólo si para cada e > 0 existe un correspondiente ô > 0 tal que 


f(x, y) —£| <e, siempre que 0 < Y (a — 10)? + (y — yo)? <ô 


Que podemos esquematizar de la siguiente forma 


lím Hay) =le 
(x2,y) > (z0,yo) 
S (Ve > 088 > 0) 0 < (2-20) *+[(y-yo0)? <>] f(x, y)-£ |< € 


Gráficamente, esta definición de límite significa que para un punto cual- 
quiera (x, y) situado en el disco de radio ô, el valor f(x, y) está comprendido 
entre l—e y l+e. 

Hay que tener en cuenta que para que exista el límite todos los puntos 
del entorno tiene que tener su imagen aproximadamente a la misma altura 
(entre L — e y L+ e). Si unos puntos del entorno se aproximan a un valor y 
otros a otros, entonces el límite no existe. 

En la definición de límite, el punto en cuestión no cuenta. Es decir, da 
igual cuál sea el valor de f (zo, Yo), incluso da igual que no exista dicho valor. 
Al poner 0 < nos estamos ocupando de todos los puntos del d-entorno, salvo 
del centro. No obstante, hay que advertir que en el cálculo de límites de 
funciones continuas dicho valor sí que adquiere gran importancia. 


Definición 2.4 (Continuidad). Una función se dice que es continua en 
un punto, si el valor que toma la función en el punto coincide con el límite 
en dicho punto. 


f(x,y) continua en (Lo, Yo) => lím Fix, y) = f(zo, yo) 
(x2,y)=>(x0,Yo) 
Una función se dice que es continua en una región R si es continua en cada 


punto de R 
l si a24y<1 
Ejemplo 2.18. Dada la función f(x,y) = l 0 A 2 i na si 


hallar gráficamente: 


lím fly) y lím f(x,y) 
(2400) > (uyy 
Solución. Para hallar el límite de la función en cada uno de los puntos 
especificados, hallamos las imágenes de los puntos de un entorno de cada 
uno de los puntos. 
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En un entorno del punto (0,0) todos los puntos tienen como imagen 
f(x,y) = 1, luego el límite en dicho punto también es 1. 

En un entorno del punto (1,0) una parte de los puntos tienen como 
imagen f(x, y) = 1, y otra parte de los puntos tiene como imagen f(x, y) =0, 
luego el límite en dicho punto no existe, ya que todos los puntos del entorno 
deberían orientar su imagen hacia el mismo sitio. 


Figura 2.35: Huay=1l y f(x,y) no definido 


lím lím 
(2,4) >(0,0) (2,y)>(1,0) 


2.2.4. Límite de las funciones elementales 


De forma análoga a una variable, en varias variables se cumplen las siguientes 
propiedades: 


Teorema 2.1 (Propiedades de las funciones continuas). Si k es un 
número real y f y g son funciones continuas en (xo, yo), entonces las fun- 
ciones siguientes también son continuas en (Zo, Yo): 

1. Múltiplo escalar: kf 

2. Suma y diferencia: f +g 

3. Producto: fg 

4. Cociente: f/g, si glto, yo) 40 


Del teorema 2.1 se desprende la continuidad de las funciones polinómicas 
y racionales en cada punto de sus dominios. 


Teorema 2.2 (Continuidad de una función compuesta). Si h es con- 
tinua en (x0, Yo) y g es continua en h(xo, yo), entonces la función compuesta 
dada por (go h)(x0,yo) = g[h(x,y)| es continua en (zo, yo). Es decir, 


lím  g[h(x,y) = g[h(xo, yo)] 
(2,y)>(x0,yo) 


Nota. Obsérvese que, en el teorema 2.2, h es una función de dos variables, 
mientras que g es una función de una sola variable. 
De los teoremas 2.1 y 2.2 se desprende la continuidad las funciones 


2 2 
Fu, y) =senay y gla,y) =e + 
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y, en general, de todas las funciones elementales en todos los puntos en los 
que están definidas. 

Es decir, todas las funciones elementales son continuas en todos los pun- 
tos en los que están definidas, luego para calcular el límite de una función 
elemental en un punto (zo, yo) en el que esté definida bastará sustituir £ e y 
por £o e yo, respectivamente. El problema estará en los puntos en los que la 
función no esté definida. Por lo tanto, al calcular un límite lo primero que 
intentaremos es la sustitución directa, y sólo en el caso de que nos encon- 
tremos con una indeterminación intentaremos romperla por algún método. 
En dos variables no tienen sentido las reglas de L'“Hopital 


Ejemplo 2.19 (Calculando límites por sustitución directa). Calcular los 
siguientes límites: 


lA ím  xy=6 
(2,y)>(2,3) 
2, k TY —6 —6 


(200,3 1224 y2 4+9 13 


T 
arc seny arc sen 0 0 


(z,y)—(0,1) 1+ zy 1+0 1 
4 lí 2sen —2 = 2sen = 2-1 =2 
ım ysen zty = 2 sen —2 = 2 sen — = 2. 1 = 
(2,y)>(7/4,2) 4 2 


Ejemplo 2.20 (Hallando la discontinuidad). Hallar los puntos de discon- 
tinuidad de la función: 
xy+1 


q? — y 


Fx, y) = 


Solución. Al tratarse de una función racional será continua en todos los pun- 
tos en los que está definida. Es decir, la continuidad coincide con el dominio 
de la función. En consecuencia, al ser un cociente, será discontinua en aque- 
llos puntos que hacen cero el denominador. 2?-—y=0= y = x° luego, la 
función es discontinua a lo largo de la parábola y = z? 


Ejemplo 2.21. Hállense los puntos de discontinuidad de la función: 
1 
f(x, y) = cos — 
LY 


Solución. El único problema que presenta la función es en el cociente, donde 
el denominador debe ser distinto de 0. Teniendo en cuenta que zy = 0 cuando 
x = 0 (eje OY) o cuando y = 0 (eje OX). La función será discontinua en los 
dos ejes de coordenadas. 
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A 5 
A 
A 
A 
2 


Figura 2.36: f(x,y) = qe 


Ejemplo 2.22 (Extendiendo una función por continuidad). Calcular el valor 
de c para que la siguiente función sea continua en todo el plano 


4/1 — z2 — 4y? sia? +4y?<1 
Ha =4 úl a 


C sia? + 4y? > 1 


Solución. La gráfica de la función y/1— x? — 4y? es una especie de semielip- 
soide superior, con contorno sobre la elipse z? + 4y? = 1. En el contorno 
toma el valor 0, en efecto, /1=— 12 — 4y? = y/1— (x2 + 4y?) que vale 0 para 
r? + 4y? = 1. Fuera del contorno ha de ser constante (= c). Luego, para que 
se mantenga continua sobre el contorno, fuera del contorno ha de valer cero, 
por lo tanto c = 0. 


Aa T 
ERARIO a 
qxe 


a 


a 
y 
i 


y 
i 


E 


pS 


q 


q 


SS 


i 


te 


Figura 2.37: f(x,y) = y1-— 2? — 4y? 
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Ejemplo 2.23 (Límite infinito). Calcula los siguientes límites: 


cos(x? + y?) 1 
1. lí 1 = 1 = 1 = 
(æv) (0,0) a +y? 0+ A 
2. lím ln(z? +y°) =1n0* = -o0 
(2,y)=>(0,0) 


2.2.5. Comprobando límites aplicando la definición 


Mediante la definición de límite se puede comprobar si un límite dado 
es correcto o no, pero no se pueden calcular límites. La comprobación suele 
ser complicada y artificial. (Tenemos que imaginar que alguien nos va a dar 
el valor de e y nosotros tenemos que encontrar el correspondiente valor de ô 
que hace que sea cierta la implicación. En general, nuestro 4 dependerá del 
e que nos den: ô = 0(€)). 

En cada caso necesitaremos probar que, para cada € > 0, existe un ó- 
entorno alrededor de (xo, yo) tal que 


|fCz, y) — 4 <E 


siempre que (x,y) Æ (xo, yo) esté en el entorno. Es decir, necesitamos probar 
que cualquiera que sea £ > 0, existe, para ese e, un ô > O que hace cierta la 
implicación: 


0< (1-20) +(y- yw) < = |fHey)-£]<e 


o bien, lo que es lo mismo, 


0< y(x- z0)? +y- y)? <8 = |f(z,y) -4 <e 


Sin embargo, en la generalidad de los casos, no es posible la demostración 
lineal de esta implicación. Es decir, en la generalidad de los casos, no nos 
va a ser posible partir directamente del primer término de la implicación 
para llegar al segundo; sino que vamos a necesitar un razonamiento de “ida 
y vuelta”. Es decir, partiremos del segundo término y desde ahí veremos 
qué valor debe tomar d, para que del primer término de la implicación se 
siga el segundo. El valor de ô lo determinaremos expresando |f(x, y) — £| en 
función de ô, relacionándolo, para ello, con (x — xo)? + (y — yo)?. Es decir, 
obtendremos |f(x,y) — | < g(9) de manera que, para el valor de ô que se 
obtiene de g(9) = e, resulta que de 


0 < (£ — 20)? + (y — yo)? < 8? 


se sigue que 
|f (x,y) — 4| <E 
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Nota: La dificultad para entender la comprobación de la implicación, 
0 < (£ — x0)? +(y- y)? <8? => |fe,y)-l<e 


está, como ya se ha dicho, en que, en la generalidad de los casos, no es posible la de- 
mostración lineal de la implicación. Así como, en el hecho de que el valor de ô no está dado, 
desde un principio, sino que lo debemos encontrar durante el proceso. En consecuencia, el 
tipo de razonamiento que se hace es el siguiente: Intentamos demostrar que | f (x, y) —£] < e 
¿bajo qué condiciones se cumple esto? En un momento de la demostración necesitamos 
utilizar que 0 < (x — zo)? + (y — yo)? < 6?. Esa necesidad es lo que hace que sea cierta la 
implicación. 

Por otro lado, hay que decir que la única restricción que tenemos que poner a ô = ó(£) 
para poder concluir que | f(x, y) — £| < e es que ĝ sea positivo cuando e también lo sean 
(ô y e son distancias). 


El hecho de tratarse de desigualdades es lo que complica la demostración, aunque al 


mismo tiempo la enriquece. 


Ejemplo 2.24 (Comprobando un límite mediante la definición). Comprobar 
aplicando la definición que el siguiente límite es correcto. 


1 
lím yx? +y?’ sen 5 =0 
£ 


(2,y)=(0,0) +y 


Solución. Necesitamos probar que, para cada € > 0, existe un d-entorno 
alrededor de (0,0) tal que 


If (e, y) = 0] <e 


siempre que (x, y) 4 (0, 0) esté en el entorno. Es decir, necesitamos encontrar 
un valor de ô, tal que de 


0< y(x- 0)? + (y —- 0)? <ô 


se siga que 
|f (x,y) — 0| <E 


Es decir, tenemos que demostrar la siguiente implicación. 
ry < — |fey)l<e 


Para ello, tenemos que encontrar un valor positivo para ô tal que cuando 
r? + y? < 8?, se tenga que |f(w,y)| < e (el valor de ô dependerá del que 
tenga e). 

El proceso es el siguiente: partimos de la expresión |f(x,y)|, la rela- 
cionamos con z? + y?, con objeto de expresarla en función de ô y vemos 
cuánto tiene que valer ô para que esa expresión sea menor que e; teniendo 
en cuenta que al estar en un entorno del origen es z? + y? < ô?, o bien 


y 12 +y? <s 
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er concluir que 
lf(=,y) <e, ha de ser ó=e 
a a 


1 
q2 + y? 


dal 
f(r, y)l =| 12? + y? sen [< |V? +y] = Vr +y? <ő =E 
_— po, 


Por estar (x,y) en 
el entorno de (0, 0) 


luego hemos encontrado un valor para ô, el propio £, que es positivo cuando e 
también lo es, y con el que se concluye que | f(x, y)| < e, cuando y 1? + y? < 
ô. En consecuencia el límite es correcto. 
Nota: Para conseguir relacionar la expresión |f(x, y)|, con x? +y? y obtener una desigual- 
dad del tipo 

[fæ y)| < gla? + y?) 
utilizamos las acotaciones que sean necesarias. En este ejemplo se ha utilizado el hecho de 
que |sena| < 1 
Observación. La función f, del ejemplo anterior, definida por 


f(x, y) = Vx? + y? sen 


es discontinua en (0,0), ya que no está definida en dicho punto. Sin embar- 
go, el límite es ese punto existe. En consecuencia podemos evitar la discon- 
tinuidad redefiniendo la función f en (0,0), de manera que su valor sea igual 
a su límite en ese punto. Es decir, 


_ | ya2+ysenzt> si (2,y) # (0,0) 
ren=] o si (æy) = (0,0) 


En consecuencia a este tipo de discontinuidades se les conoce como evitables. 


r2 + y? 


Ejemplo 2.25. Comprobar aplicando la definición que el siguiente límite 
es correcto. 1 
lím  (22+y?%)sen— =0 
(x2,y) (0,0) TY 


Solución. Igual que antes, tenemos que demostrar la siguiente implicación. 
(1-0 +(y-0)? <8 = |fu,y)-0|<e 


Es decir, tenemos que encontrar un valor positivo para ô tal que cuando 
a? + y? < 8?, se tenga que |f (£, y)| < e. Para ello partimos de la expresión 
|f(z=, y)!, la relacionamos con z? + y?, con objeto de expresarla en función de 
ô y vemos cuanto tiene que valer ô para que esa expresión sea menor que e; 
teniendo en cuenta que al estar en un entorno del origen será x? + y? < 8?, 
o bien yx? + y? < ô 


1 
f(x, y)| = (2? + y?) sen —| < la? + y] =2 +y <8 =e 
zy A ES, 


Por estar (x,y) en 
el entorno de (0,0) 


2.2. LÍMITE Y CONTINUIDAD 121 


luego hemos encontrado un valor para ô, ô = y£, que es positivo cuando € 
los es, y con el que se concluye que |f(x,y)| < e, cuando y 2? + y? < ô. En 
consecuencia el límite es correcto. 


Ejemplo 2.26. Comprobar aplicando la definición que el siguiente límite 
es correcto. 
ím y=b 
(2,y)>(a,b) 
Solución. Necesitamos probar que, para cada € > 0, existe un d-entorno 
alrededor de (a,b) tal que 


|f(z, y) — bl <E 


siempre que (x, y) 4 (a, b) esté en el entorno. Es decir, necesitamos encontrar 
un valor de d, tal que de 


0< yle — a)? + (yb? <ô 


se siga que 
|f (z, y) — bl <E 


Para ello partimos de la expresión |f(x,y)— b| y tratamos de relacionarla 
con (xz — a)? + (y — b)?, con objeto de expresarla en función de ô y vemos 
cuanto tiene que valer ô para que esa expresión sea menor que € 


lf(e,y) db] =ly -b| = Y (yb) < y(a—a)?+(y-b)?<ó=8 


luego hemos encontrado un valor para 0, ô = e, que hace cierta la relación; 
y en consecuencia el límite es correcto. (En la demostración hemos tenido 
en cuenta que: | y — b |= y(y=b)? < y(x — a)? + (y — b)?. Este tipo de 
recursos son muy usuales en las comprobaciones de límites). 


Acotaciones usuales en el cálculo de límites: En el cálculo de límites, 
además de las acotaciones | sen x| < 1 y |cos 1] < 1, se utilizan las siguientes: 


veas HE ala LS se <1 
y T2 + y? ya? +y? 
y 
0< z? <r? +y 110 ==: 
a? + y? 


Ejemplo 2.27. Comprobar aplicando la definición que el siguiente límite 
es correcto. 
) Say 
AS 
(2,y) (0,0) 1% + Y 
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Solución. Igual que antes, tenemos que demostrar la siguiente implicación. 
(1-0 +(y-0)? <8 = |fr,y)-0|<e 


Es decir, tenemos que encontrar un valor para ô tal que cuando z? +y? < 82, 
se tenga que |f(x,y)| < e. Para ello partimos de la expresión |f(x,y)|, la 
relacionamos con z? + y?, con objeto de expresarla en función de ô y vemos 
cuanto tiene que valer ô para que esa expresión sea menor que e; teniendo 
en cuenta que al estar en un entorno del origen será x? + y? < 8?, o bien 


y 12 +y <s 
|< Bly] < 5y £? + y? < 59 = € 


5x°y 
Fels ja 27 2 


luego hemos encontrado un valor para ô, ô = £/5 


5lyl | 


(En la demostración hemos utilizado la acotación | 7 z |S 1, y por otro 
lado hemos tenido en cuenta que: | y |= y/y? < yr? r J2) . 


Ejemplo 2.28. Comprobar aplicando la definición que el siguiente límite 


es correcto. 
TY 


lm —==— = 
(2,y) (0,0) 4/ £2 + y? 


Solución. 


le, y)| = |= |z| | -== |< |z| = Vz? < /22+y?<8=e 


zp! 


luego hemos encontrado un valor para 0, ô = € 


Ejemplo 2.29. Comprobar aplicando la definición que el siguiente límite 


es correcto. A 


ea too m E 
Solución. 
aty q — 
Fen app larah ls E 


luego hemos encontrado un valor para 0, ô = € 


2.2.6. Cálculo de límites mediante operaciones algebraicas 


Los límites de funciones de varias variables tienen las mismas propiedades 
respecto de las operaciones (suma, diferencia, producto, cociente, potencia, 
etc.) que las funciones de una sola variable. No obstante hay que advertir 
que con las funciones de varias variables no se pueden aplicar las Reglas de 
L“Hópital. 
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Ejemplo 2.30. Calcular los siguientes límites: 


g 6x — 2y ; q? —1 yl 
1. lím  ———Ñ% 2. lím 
(2,y)>(1,3) 9T? — y? (y> nL 7-1  y?-1 
(x? 1lye=10 a? + y? 


3. lím 4. lím 
(2)>(1,1) (x — 1)(y? — 1) (20,0) /12+y2+ 1-1 


5. lím (1 + ay) z 


(2,y) (0,3) 
Solución. 
a A E A E 
(æy) (1,3) 9T? y? “0% (2y)>(13) (31)? — y? 
e 2(3x — y) sd 2 A! 


lím = ím 

(291,3) (3z +y)(B3z- y) @y>a,3) B3r+y) 6 3 

4-1, y-1 B 0) - 
= [5 +g = 


lím T 
(@,y)>(1,1) | x-1  y?-1 
(2 +1)(x — 1) y=1 0 0 
E ia EAN 
a —Í (y + D)(y-1) 


2. 


= lím | 
(2,y)>(1,1) 


= lím [e+ 14 | =24 = 
(2,y)>(1,1) 


lím (a? E (y 1) == ES = 
(y)>0,1) (x — 1)(y2-1) 0 
-e € 1)(£? +x +1) (y? +1)? - 1) 
(z,y)—>(1,1) (x = 1)(y? — 1) 


= lím (z?+r+1)(y?+1)=3.-2=6 
a i My ) 


3. 


2 2 
lím e se 
(2,y) (0,0) /122+y2+1-1 0 
= EFIE PFE 
(z,y)—>(0,0) xr? +y? +1-1 


E al (12+yly22+y?+1+1) — 
(2,4) (0,0) r? +y? 
= lím r? +y? +1+1= 2 
(x,y)—> (0,0) 


4. 


22y 


1 1 2 
lím 1+22y)? =[19= lím 1+2y 24 |" =e 
(x,y) (0,3) y) Bed (x,y) (0,3) K v) 


Aquí se ha tenido en cuenta la definición del número e, 


5. 3 


lím (1 + z)* =e 
z>0 
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2.2.7. Teorema del encaje y de la acotación 


Si una función está comprendida, en los alrededores de un punto, entre dos 
y) y) 

que tienen el mismo límite, en dicho punto, entonces dicha función también 

tiene el mismo límite en dicho punto. 


f(=) < h(x) < g(x) |= lím h(z)= lím f(x)= ím g(x) 


£z—>zro LT>LO LLO 


lím f(x) = lím g(x) 
T—>L0Q T>L0Q 
Si una función tiene límite cero, en un punto, y otra está acotada en los 
alrededores del punto, entonces su producto también tiene límite cero en 
dicho punto. 


g(z)acotada 
lo fla) =0 >< g(2) <h=>-—kf(0) < fajalo) < kfía) > 


0< lím f(x)g(x) <0=> lím fa) =0=>0-Acot =0 


I>LO LLO 


Nota: Si f(x) < 0, cambiaría el sentido de la desigualdad, pero el resultado final sería el 


mismo. 


Ejemplo 2.31 (Calculando límites por acotación). Calcula los siguientes 
límites. 


1 q 
1. lím  (12+y?)sen — 2: ím 
o ) zY (2,y) (0,0) a? + a y 
1 1 y(x—1 
3. lím  (xsen— + ysen — 4. lím 
co y A (z)=(1,-2) (£ — 1)? + (y + 2)? 
Solución. 
1 

|; lím (z? +y?) sen — = 0: Acot = 0 

(x,y)—> (0,0 TY 

3 2 

2 ím —Ž— = ím zr—— =0-:Acot=0 

(zy)>(0,0) T? HY? (æy) =(0,0) £? +y? 

, 1 1 

3. lím (xsen= + ysen =) = 0- Acot+0- Acot = 0 

(x,y) (0,0 y T 

43 

4. lím ol) = 

(2,1) >(1,-2) (£ — 1)? + (y + 2)? 

=l) 


= 0. Acot = 0 


n ya 


Este límite también puede hacerse mediante el cambio de variables 


= lím 
(2,y) > (1,-2) 


2.2. LÍMITE Y CONTINUIDAD 125 


u=x-—1,v=y+2, en efecto, 


lím A A O 
(29)>(1,-2) (x — 1)? + (y +2)?  (u,v)>(0,0) u? +v? 
2 
= ým (v-2ju—— = (-2)- 0- Acot = 0 


u 
(u,v) (0,0) u? + y? 


2.2.8. Infinitésimos equivalentes. 


Igual que en una variable, los infinitésimos se aplican en los límites de 
funciones de varias variables. 


Definición 2.5 (Infinitésimo en un punto). Se llama infinitésimo en 
un punto Xy a una función cuyo límite en dicho punto sea cero. 


e 


Definición 2.6 (Infinitésimos equivalentes). Dos infinitésimos en un 
mismo punto se dice que son equivalentes, cuando el límite de su cociente 
es 1. 


pt 


x>Xo g(X) F(X) = g(X) (en X = Xo) 


Sustitución de infinitésimos. Si un infinitésimo está multiplicando o divi- 
diendo se le puede sustituir por otro equivalente para simplificar los cálculos. 


> n f(X) 
Supongamos que f(X) ~ g(X), entonces será lím === = 1. Y suponga- 
pong que f(X) ~ g(X) A pong 
mos que f(X) aparece multiplicando dentro de un límite. 
lím f(X)-h(X)= lím F) On = lím g(X)-h(X) 
X> Xo X>Xo g(X) X>xX0 


Con lo cual hemos sustituido f(X) por g(X) y el límite puede resultar más 
fácil. 

Sumas de infinitésimos. Cuando un infinitésimo está sumando o restando, 
en general, no se puede sustituir por otro equivalente. 


lí X)+h(X lí X)+h(X 

da POHO] Li [X+] 

No obstante, existen casos muy concretos en los que se pueden aplicar in- 
finitésimos al caso de sumas. Sin embargo, hay que advertir que en varias 
variables esta sustitución es mucho más restrictiva que en una variable. En 


una variable dijimos que la suma de varios infinitésimos de distinto orden 
se puede reducir al de menor orden. Por ejemplo, 
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Sin embargo, en varias variables esto no es cierto de manera general. En 
una variable la regla se basa en el hecho de que al aplicar las reglas de 
L“Hópital el primer término que dejará de ser cero es el de menor grado, 
y, en consecuencia, se puede establecer la equivalencia. Sin embargo, en dos 
variables no son aplicables las reglas de L“Hópital. En consecuencia, resulta 
que no podemos hacer el cambio 


= aa 
km (x — y) f(x,y) a (2) f(x, y) 
(2,y)>(0,0)  g(z,y) (2, (0,0) g(x, y) 


puesto que si hacemos límites direccionales a través de la curva z = y?, el 
término que, en principio, es de menor grado, se transforma en un término 
de mayor grado. 


(2-— y) (xy) sm Y Fey) im Lay) 


1m 
(2,y)>(0,0) g(x,y) (æ,y)— (0,0) g(x, y) (2,y=(0,0) g(x, y) 


a=y? 


En consecuencia, en varias variables la suma de infinitésimos solamente se 
puede reducir al de menor grado cuando los infinitésimos sean homogéneos. 
Es decir, que contengan las mismas variables. Así, 


2 3_u,4 2 
lí 144377 5007 (r) L in (Df (o) 
2>0 g(x) z=>0 g(x) 
o bien, 
W? t 3y 5f) _ m WDE) 
(æ,y)— (0,0) g(x, y) (2, (0,0) g(x,y) 
e incluso, 
e Pte -sejen PANA 
ım = 1m 
(2,4) (0,0) g(x, y) (2,4) (0,0) g(x, y) 


Sin embargo 


e (1y +3? + xô) f(x, y) es (12y) f(x, y) 
(2,4) (0,0) g(x,y) 20 g(x,y) 


Evidentemente la suma que se sustituye no puede ser una suma parcial, sino 
que la suma que se sustituye ha de ser total, es decir, considerada como una 
unidad, ha de estar multiplicando o dividiendo. 
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Algunos infinitésimos en el Origen (z —> 0). 
Los infinitésimos más usuales, en el origen son: 


Trigonométricos: 
senz = z arcsen z = z 
tgz xz arctan z = z 
z2 
1 — cos z = — 
2 
Logarítmicos: 
z ~ ln(1 +z) 
e- lxz 
In(1+2) x z > a7 —1ixzlha 


(1+2”=1+n2 


Yl+ 2 1+$4 


La z puede ser cualquier función. Lo importante es que toda la función 
tienda a cero, aunque (x,y) tienda a un valor distinto de (0,0). Así, por 
ejemplo, 


si lím ay = => 
(2,y) (0,40) 


Zn TlUreNy)1AD_ m FEI) 
(2,4) (20,y0) h(x, y) (2, (2040)  h(z,y) 


Ejemplo 2.32 (Calculando límites mediante infinitésimos). Calcula los sigu- 
¡entes límites. 


id Ue i Te a get 
(2,y)>(0,2) T (z,y)—(0,2) ©  (2,y)=>(0,2) 
p etsy) — 1 , te(x?y) ay 1 
2. lím a a ara lím z = lím 2 => 
(2)>(0,0) 2sen(1%y)  (ey)=(00) 23%y  (2y>(00) 21%y 2 
3 1 — cos(x? — y) e g (1? — y)? 


lim == A a. Æ 
(y>) (£= yy) (æy) >11) Ax — yy)? 
-y EtV L n EtA 


= ím a -=2 
(2,4) >(1,1) 2(x? — y) (2,1) >(1,1) 2 2 
TY _ 
E AA A e a Tei 
(2,y)>(0,0) senzln(1+Yy)  (2,y)>(0,0) Ty  (2,y)>(0,0) 
5 lin SPEB) m “y_3 


0) 2xy (=y) (0,0) 22y 2 
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o m (PA mer ADA 
(x.y) (0,1) y — 1) (z,y)—>(0,1) a?(y —1) 
y+3 4 
= m — Z= — Z 2 
(xy)—=(0,1) 2 2 
a? 2 
7 km (1 — cos 2x) (cos 3y — 1) = i azt (Y) a 
(2,4) >(0,0) 522y (x y)>(0,0)  512y 
ft T, jam; 
(2,y)>(0,0) 5 
a iar EAS a a 
(x,y)— (0,0) TY (1,y)>(0,0) TY 
lng t =] 
Ejemplo 2.33. Calcular el siguiente límite: lím SD 


(2y)>(1,1) 1y -2—y+l1 


Solución. Aplicando infinitésimos en el numerador, 
nzr=l(1+x-1)=x-1, te(y-1)-y-1 


y agrupando términos en el denominador, resulta: 


Inztely-1)  , (== 1) 
lí — Z lím == 
(29-11) 1y-t—y+1 (@y)>011) zly —-1)- (y-1) 
- im CDU D_, 


(299>(1,1) (x — 1) (y — 1) 


2.2.9. Inexistencia de límites 


Cuando no sepamos calcular un límite, intentaremos demostrar que dicho 
límite no existe. Esto lo podemos hacer por dos métodos: 

-Mediante los límites direccionales. 

-Mediante los límites reiterados. 


Límites direccionales 

Aunque la definición de límite de funciones de dos variables va en total 
paralelismo con la definición de límite de funciones de una sola variable, 
existe una diferencia fundamental a la hora de determinar la existencia de 
un límite. En una variable, la existencia del límite, es equivalente a la coin- 
cidencia de los límites laterales. Es decir, para determinar si una función de 
una variable tiene límite en un punto determinado, solamente necesitamos 
comprobar qué ocurre al aproximarnos por dos direcciones —por la izquierda 
y por la derecha—. Si la función tiene el mismo límite por la izquierda y por la 
derecha podemos concluir que el límite existe. Si embargo, en dos variables 
esto no es así. 
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RE 


En dos variables, en principio, no tiene sentido hablar de límites laterales 
¿qué significan derecha e izquierda en el plano?, por eso hablamos de límites 
direccionales, ya que, en dos variables existen infinitos caminos para acer- 
carnos al punto, es más, podemos acercarnos siguiendo un camino recto o 
un camino curvo. Es decir, al escribir 


(x,y) = (xo, yo) 


entendemos que el punto (x,y) se aproxima al punto (zo, yo) en cualquier 
dirección. Y, para que exista el límite, los límites siguiendo todas las di- 
recciones o trayectorias tienen que coincidir. La exigencia de la definición a 
todos los puntos del entorno significa todas las posibles formas de aproxi- 
marse. En consecuencia, para ver que una función no tiene límite en un 
punto se siguen varios caminos de aproximación al punto y si la función 
tiene un límite distinto por cada camino, entonces el límite «doble» no ex- 
iste. El problema será determinar si existe un camino que conduce a otra 
parte. En la práctica los caminos que se suelen seguir son rectas y parábo- 
las. (El camino por rectas se sigue cuando las potencias del denominador son 
del mismo grado, y el camino por parábolas cuando son de distinto grado, 
intentando igualar los grados). No debe olvidarse que la recta ha de pasar 
por el punto en cuestión, es decir su ecuación ha de ser y— yo = M(1— zo). 

Hay que advertir que este método sólo es refutativo, es decir, nos per- 
mite negar la existencia del límite pero no afirmarla. Así, si encontramos 
dos límites direccionales diferentes, entonces podemos afirmar que el límite 
«doble» no existe. Pero si todos los límites direccionales que tomamos nos 
dan el mismo límite, no por eso podemos afirmar la existencia del límite. Lo 
más que podemos decir es que, de existir el límite doble, su valor será el de 
los direccionales, pero nadie asegura que siguiendo otra dirección, diferente 
a las tomadas hasta ese momento, obtengamos un resultado diferente. 


Ejemplo 2.34 (Calculando límites direccionales). Probar que el siguiente 


límite no existe. 
y TY 


1 E 
(200.0) 22 + y? 


Solución. Si nos acercamos al origen a través de la recta y = x, se tiene 


k £Y K TX k r? 1 

ím  — === ím -~ = — =- 

(æy) >00) £T? +Y? (amo T? +2? 22020 2 
x—0 


luego, de existir el límite, debería ser 1/2. Mientras que si nos acercamos al 
origen a través de la recta y = —z, se tiene 


K zY K x(—x) =r? 1 

m —*>== lím ————= lím— = — 

(2,y>(0,0) T? +Y? (oy)>0,0) T? +(x)? 20 2x? 2 
y=-—r 


x—0 


130 CAPÍTULO 2. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES: LÍMITES 


luego, de existir el límite, debería ser —1/2. Lo que contradice el resultado 
anterior, y en consecuencia el límite doble no puede existir. 

En general, los límites direccionales los haremos contemplando todas las 
rectas a la vez, y no una a una, como se ha hecho aquí. Así, si nos acercamos 
al origen a través de la recta y = mg se tiene 


kí LY kí TY A LME 
ım A 1m AO ES ím ¿= 
(2,9) (0,0) T? + y? 0.0) T? +Y? aye T? + mr? 
= y=mxu 
x—0 
m m 


7, 


14m? 14m Sam) 
El límite no existe ya que depende del valor de m. Es decir, según la recta 
por la que nos aproximemos al punto tendríamos un valor del límite u otro. 
Así, si consideramos dos trayectorias diferentes de acercamiento, tenemos: 
Para m = 1, nos estaríamos moviendo por la recta y = x, y sería l = 1/2, 
mientras que para m = —1, estaríamos moviéndonos por la recta y = —2, y 
sería l = —1/2. y al haber encontrado dos caminos que conducen a límites 
diferentes podemos afirmar que el límite no existe. En efecto, esto quiere 
decir que en cualquier disco abierto centrado en (0,0) hay puntos (x,y) en 
los cuales f toma los valores 1/2 y —1/2. Luego f no puede tener límite 
cuando (x,y) — (0,0). 

En este ejemplo podemos visualizar lo que ocurre en el origen de una manera muy 
gráfica. Imaginemos una alfombra de goma, con un agujero en el centro, y la atravesamos 
con dos listones, uno por debajo y el otro por encima, de manera que se crucen en el 
agujero (el de abajo de la alfombra pasaría por encima del otro). El que está por encima 
de la alfombra lo fijamos al suelo y el que está por debajo lo levantamos hasta una altura 
de un metro, sin que se rompa la alfombra. Es evidente que el agujero se estira todo el 


metro. 


gs 


Figura 2.38: f(2,y) = tz 


Observación. Podemos observar que aunque la función f, del ejemplo an- 
terior, definida por 
LY 


Teu = 3 
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sólo es discontinua en el punto (0,0), sin embargo, dicha discontinuidad es 
inevitable, ya que no es posible redefinir la función en (0,0), de manera que 
sea continua en dicho punto, puesto que el límite en (0,0) no existe. 


Ejemplo 2.35. Demostrar que el siguiente límite no existe. 


2 
lim > 
(æy) (0,0) E + y 


Solución. Nos acercamos al origen a través de la recta y = mx. 


K Ps yY o å o n MERO , mr 7 
ím —— = lím 3 = ím 535 = ím > = 
(x,y)—=(0,0) £ + Y 0000 T+y 2>0 £ + Mix 2>0 1 + mix 


para todo camino recto de la forma y = mz el límite vale 0, sin embargo, no 
podemos afirmar que el límite valga cero, ya que en otras direcciones puede 
tener otro valor. En efecto, si nos acercamos al origen por el camino curvo 
x = y?, resulta: 


; 2 f y? 1 

lím AD lím =—3=5 

(2,1 >(0,0) TF YÍ — (e,y)>(00) Y” + Y 2 
a=y? z=y2 
y>0 


Luego el límite no existe ya que al movernos por una parábola obtenemos 
distinto valor que al movernos por una recta. 

Observación. Cuando nos acercamos al origen a través de las rectas y = 
mz, estamos contemplando todas las trayectorias rectilíneas menos una. En 
efecto, la recta x = 0 no está contemplada en la ecuación y = mx. En 
determinadas ocasiones esta recta conduce a otro límite y no es necesario 
acudir a otro tipo de trayectorias. Así, en el ejemplo anterior no hubiera sido 
necesario acudir a las trayectorias parabólicas. En efecto, 


2 2 
lím z= lím =n 

(2,4) (0,0) Y + Y (2,1 =(0,0) 0 + y 
x=0 0 

y 


Ejemplo 2.36. Demostrar que el siguiente límite no existe. 


22? y 


7 


mW n Aa 
(2,y)>(0,0) Tt + y? 


Solución. Nos acercamos al origen a través de la recta y = mz. 


K 2x?y k 22*y , 2x?4mxa 5 2mx 

ím —— = ím —— = lím 5 = lím —— = 
4 2 4 2 4 2m2 2 2 

(2,y)>(0,0) 1% + Y (00,0) r*+ y yena Tt + m*zx =0 14 +m 


para todo camino recto de la forma y = mx el límite vale 0, sin embargo, no 
podemos afirmar que el límite valga cero, ya que en otras direcciones puede 
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tener otro valor. En efecto, si nos acercamos al origen por el camino curvo 
y = x°, resulta: 

A 22*y g 2r? r? 2 

ím -z= lím i 1= =1 
(2,y) (0,0) T + Y (.y)>(0,0) TÉ Fx 1+1 
y=x? y=w2 


0 


Luego el límite no existe ya que al movernos por una parábola obtenemos 
distinto valor que al movernos por una recta. 
También podíamos haber acudido directamente a las trayectorias para- 
bólicas sin pasar previamente por las rectilíneas. Así, 
, 2x?y — 2x? (ar)? e Batata? 2a? 
tanara mi ara A ee 
(@,v)>(0,0) 2% + y 2>0 xt + (ax?) 2>0 xt + atx l+a 
y=ax?2 


luego el límite no existe, por depender de a. 


Ta(x—5 
Ejemplo 2.37. Calcular el siguiente límite: lím QE 
(zy)>(5.—2) y+2 


Solución. Nos aproximamos al punto (5, —2) mediante rectas que pasen por 
dicho punto y + 2 = m(x — 5), de donde, 


a Tz(x — 5) z o Lii Txa(x — 5) S s ad 
(zy) =(5,—-2) y+2 0 z=5 m(x —5) 25m m 
luego el límite dado no existe, por depender de m. 
, ty zx—y+l 


Ejemplo 2.38. Calcular, si existe, 


lím 
(zy) =(1,1) T? + y? — 2x — 2y + 2 


Solución. Agrupando términos en el numerador y denominador y haciendo 
el límite resultante por rectas y — 1 = m(x — 1), resulta: 


ím y r—y+l A 
(2,4) >(1,1) 22 + y? — 2x — 2y + 2 
(29)>(1,1) (x — 1)? -1+ (y -1)?-1+2 


mM _E-D4-1 (2 — 1)m(z — 1) 
A A O 
Y-1=M|I= 
m 
cc 1+m2 > f(m) 


Luego, al depender de m, el límite no existe. 


Determinación de la trayectoria díscola 

Cuando tengamos la sospecha de que un límite no existe, y sin embargo, 
las trayectorias habituales (rectas y parábolas) conducen al mismo resultado, 
podemos intentar buscar una trayectoria díscola por dos procedimientos: 
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1. Mediante la sustitución implícita 
2. Mediante la aplicación sucesiva de la regla de L“Hópital 


a) Mediante la sustitución implícita 
En lugar de trayectorias del tipo y = f(x), se pueden utilizar trayectorias 
definidas implícitamente F(x,y) = 0. Así, en el caso de fracciones, susti- 
tuiremos todo el numerador o el denominador por lo que nos interese para 
conseguir el límite deseado, siempre que la sustitución que hacemos se cor- 
responda realmente con una trayectoria que pasa por el punto objeto de 
límite. 

Nota. Para ver si una ecuación del tipo F(x,y) = 0 se corresponde con una trayectoria 


válida de aproximación al punto en cuestión, hay que comprobar que se cumplen las 
condiciones exigidas en el teorema 4.14 de la función implícita (pág. 289). 


Mientras el alumno no conozca dicho teorema, además de comprobar que la trayectoria 
pasa por el punto en cuestión, debe que comprobar que alguna de las variables es función 
de la otra en un entorno de dicho punto, para ello puede limitarse a ecuaciones en las que 
es posible despejar una de las incógnitas en función de la otra y obtener una función, o 


bien a ecuaciones de curvas conocidas. 


Ejemplo 2.39. Demostrar que el siguiente límite no existe 


lm == => 
(2,y) (0,0) £? + y? 


Solución. Si nos acercamos al origen a través de la familia de curvas definidas 
por la ecuación 


2 +y = Ax 
resulta i 
m ~ = lm =: 
(2,y)>(0,0) Tf + Y >0Ar À 
224+y2=Ax 


x—0 


luego el límite no existe, por depender de A 

Nos queda comprobar que las trayectorias utilizadas son válidas. En 
efecto, la ecuación que hemos utilizado en la sustitución se puede expresar 
de la siguiente forma, 


MM 


—Ar+y?=0 > (x id ri ty’ =0 > (x 


luego se trata de circunferencias con centro en el punto (A/2,0) y radio 
r = A/2 que pasan por el origen de coordenadas. 

Nota: Hay que hacer notar la importancia de comprobar que la trayectoria utilizada es 
una trayectoria idónea. Es decir, una trayectoria que no sólo contenga al punto en cuestión, 
sino que lo atraviese. Veamos un ejemplo en el que se obtiene un resultado incorrecto por 


seguir una trayectoria no idónea. 
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Ejemplo 2.40 (Trayectorias no idóneas conducen a resultados incorrectos). 
Explicar porqué no es posible utilizar la trayectoria z? + y? = z? para probar 
que el siguiente límite no existe 


qa 


7 


lím -= 
(2,4) (0,0) 1? + y? 
Solución. Es evidente que el límite dado existe y vale cero. En efecto, 


3 a? 


lím —— =0-Acot.=0 


TÍ 
lím == z 
(zy) >(0,0) 1T? +Y? (x,y) >(0,0) £? +y? 


3 


Ahora bien, si siguiéramos la trayectoria 1? + y? = z? resultaría lo siguiente 


a? a? 


OA a 
Lo que contradice el resultado anterior. 

Este hecho se debe a que la trayectoria utilizada no es una trayectoria 
idónea. En efecto, trayectoria 1? + y? = r°? contiene al (0,0) -ya que dicho 
punto cumple la ecuación—. Sin embargo la trayectoria no pasa por el origen. 
Se trata de una curva que no pasa por el origen de coordenadas, pero que 
tiene un punto exterior aislado —precisamente el origen de coordenadas- y 
da la apariencia de pasar por él, cuando no es cierto. En efecto, la gráfica 
de la curva 2? + y? = 2% viene prendo en la Figura 2.39 


Figura 2.39: Gráfica de 1? + y? = z’ 


La determinación del dominio de las funciones implícitas en la trayectoria 
nos dice que la función sólo está definida para x > 1 y para el (0,0). En 
efecto, despejando y resulta, 


a? + y? = a y=r-a => y=+yx*-e 


y para que la raíz cuadrada esté definida, ha de ser 


x>1 


Pazos ral 
x=0 


b) Mediante la aplicación sucesiva de la regla de L “Hópital 
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Hacemos el límite mediante trayectorias rectilíneas (o límites reiterados) y 
obtenemos un valor concreto. Suponemos, entonces, que la trayectoria dísco- 
la viene definida mediante una función polinómica y = p(x). Sustituimos en 
el límite y aplicamos sucesivamente la regla de L*Hópital hasta obtener 
un valor distinto al obtenido anteriormente. Posteriormente calculamos el 


polinomio que cumple las condiciones exigidas a p(x). 
Nota: La determinación del polinomio p(x) que cumple las condiciones dadas, es inmedi- 
ata a partir del polinomio de Taylor -o de Mac Laurin- (Teorema 3.7 de la pág 178) 


PO) 2 _ p” (0) 3 
E A 
P y+e”—1 


Ejemplo 2.41. ¿Es cierto que lím H————=1 ?. Responde justi- 
(2,y) (0,0) Yy+ZT 


ficando la respuesta 


Solución. Si nos aproximamos al punto (0,0) mediante rectas y = mg obte- 
nemos que el límite, de existir, debería de valer 1. Pero esto no nos permite 
afirmar que dicho límite exista. 
T T 
im yte o a Ai pa 
(2,y)>(00) Yy+Z 0 x>0 MmI+Z 0 
y al ser de una variable podemos aplicar L'Hópital, con lo cual 


Tí 
+1 
y E o =1 para mAÁ-—1 
2>0 m->+1 m-+l 


Sin embargo, si nos aproximamos al punto (0,0) mediante la parábola 


y = 2? — z resulta que el límite, de existir, debería de valer 3/2, en efecto 
g y+e”-—1 O o A AS e het Y 0 
ím = = lím = lím 3 = |+] = 

(2,y)>(0,0) Yy+T 0 22—x+zw 20 z 0 


y al ser de una variable podemos aplicar L’Hôpital, de donde 


, 21-1+e” 0 , 2+6 3 
= lím = |=] = lím =- 
0 2r 0 x—0 2 2 


Con lo cual podemos afirmar que el límite propuesto no existe. 
Hemos utilizado la parábola y = z? — z y no otra, por la siguiente razón. 
Supongamos que nos acercamos al punto (0,0) mediante la curva y = g(x), 
y que aplicamos sucesivamente L*Hópital, y queremos que resulte 


T / zx n T 
— ím 76) +e ze a Oli DA A AI 41 
A o O E O 


Para ello tendrá que ser 
g(0) = 0, g'(0) a =1, g”(0) - 0 


que se consigue con 


9'(0)=2>9(0) =20-1>g9(0) =2*0 
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Nota: La determinación del polinomio p(x) que cumple las condiciones dadas, es inmedi- 
ata a partir del polinomio de Taylor en el origen (Teorema 3.6 de la pág 177) 


p(z) = p(0) + p'(0)z + O y? 


de donde, para p”(0) = 2 resulta 


p(a)=0-a2+2*=a?*—«e 


Ejemplo 2.42. Calcular, si existe, el valor del siguiente límite: 
Y + Sen x 
(2,y) (0,0) y+ 


Solución. Si nos aproximamos al punto (0, 0) mediante rectas y = mz obten- 
emos que el límite, de existir, debería de valer 1. Pero esto no nos permite 
afirmar que dicho límite exista. 

, y+senr 0 mx+senz 0 
(AO) yte [g p [g 
y al ser de una variable podemos aplicar L’Hôpital, con lo cual 


= lím 
>0 mxr+xzx 


de] 
g e a =] para m # -1 
z—=0 m+1 m+1 f n 
sin embargo, si nos aproximamos al punto (0, 0) mediante la cúbica y = x 
resulta que el límite, de existir, debería de valer 5/6 


y + Sen x 5 x’? — z +sengz x? — z +sengz 0 


lí A a l PAR E a a lí — = 
E y+ +0 A Ele r3 a 


3g 


y al ser de una variable podemos aplicar L’Hôpital, con lo cual 


3x? — 1 + cosx 


6x — sen x 0 6— cosx 5 
= lí = = lí —_—_ A El: lí = — 1 
a 3x? Me b= is 6” 
Con lo cual podemos afirmar que el límite propuesto no existe. 
3 


Hemos utilizado la cúbica y = 1? — x y no otra función, por la siguiente 
razón. Supongamos que nos acercamos al punto (0,0) mediante la curva 


y = p(x), y que aplicamos sucesivamente L’Hôpital, y queremos que resulte 


, y+senz ,  plt)+senzu 0 , p(x)+c0sx 0 
ím  ————= lím =|[-] lím [] = 
(200) y+  z>0 p(a)+w 0° 20 p(a)+1 0 
p”(x)— senz o) , p”(x)— cosg 

sils EO A 


= E) 


Para ello tendrá que ser 


p” (0) #0, p”(0)=0, p(0)=-1, p(0)=0 
que se consigue con 


p" (2) =a > p'(z) = az > p' (0) = 32? — 1 > p(s) = ¿a 


Límites parciales iterados (o reiterados). 

Si estos dos límites son distintos, entonces la función no tiene límite, pero si 
son iguales o alguno de ellos no existe, entonces no se puede asegurar nada 
sobre el límite doble. 
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Se pueden calcular los siguientes límites: 


lím | lím f(x,y)] 


y LIL) - YY 
uÁLO 


y FYO 


Figura 2.40: Límites iterados 


Ejemplo 2.43. Demostrar que el siguiente límite no existe. 


fi. e 
(2,y)>(0,0) T2 + y? 


Solución. 


y , A 20 

lím | lím z z| = ím | 3 = 

x—xo -Y7Y0 L +Y amo "xl +0 LLO 
LTÁLXO 


; o gy a ry E 
SN 
(0) 


Luego el límite doble no existe. 


Ejemplo 2.44. Demostrar que el siguiente límite existe, y sin embargo no 
existen ninguno de los iterados. 


7 1 1 
lím (xsen-— + ysen —) 

(x,y)— (0,0) y £ 
Solución. El límite doble existe. 


1 1 
lím  (usen— +ysen—)=0-Ac+0-Ac=0+0=0 
(2,y) (0,0) y T 


Mientras que los iterados no existen, en efeco 


1 
lím | lím (xsen = + ysen—)] = lím [No definido +0] = No definido 
y £ LLO 


TL) - YY 


xr#zxo 
1 1 
lím | lím (xsen = +ysen—)] = lím [0 + No definido | = No definido 
y—>yo 220 £ LLO 


2.2.10. Límites en el infinito 


Se trata de ver el comportamiento de la función en el contorno de una 
circunferencia de radio infinito. 
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Ejemplo 2.45. Calcular los siguientes límites. 
1 


L lím 5 2. lím ect) 
53 0 +y e 
Solución. 
, 1 1 
JZ T +Y 00 
2 lím et?) = lím E ls 
E ggg eH?) e œ 


Ejemplo 2.46. Representa la función: f(x,y) = eat) 
Solución. El dominio de la función es todo R?. 
Para representar le función sustituimos f(x, y) por z, con lo que tenemos: 


RA 
Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados: 
2,2 
- corte con el plano =0 z=e Y 
— m2 
- corte con el plano y =0 z=e * 
Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante 


e70) =z  dedonde — (z? +y?) =lnz >r? +y = -lz 


Damos varios valores a z para ir viendo las curvas de contorno a distintas 
alturas: 

para el nivel z =1 => z? +y? =0 => el punto (0,0) 

para niveles 0< z <1 => —lnz es positivo, luego se trata de circunferen- 
cias de radio y— ln z 

Y teniendo en cuenta que el límite en el infinito es cero, resulta la siguiente 
gráfica: 


= 
AN T 


Figura 2.41: f(x,y) =e 045) 


Las definiciones de límite y continuidad pueden extenderse a funciones 
de tres variables considerando puntos (x,y,z) dentro de la esfera abierta 


(1x0) +(y — yo)" + (2 20) < 6” 
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de radio ô y centro (Zo, Yo, 20). 


De la misma forma, pueden extenderse, de manera natural, a funciones 
de más de tres variables. 


2.3. Problemas propuestos del Capítulo 2 


Ejercicios propuestos del Capítulo 2 


Soluciones en la página ?? 
2.1. Descríbase el dominio de los siguientes campos escalares: 


a) fley) =P) fay) = E 

c) f(x,y) = arc cos Z d) f(x,y) = In (4 — q? — 4y?) 
e) Nay) = f) f(x,y) =m(4-x-y) 
den= Deh 


2.2. Consideremos las siguientes funciones: 


Hay 2)=0+y -z y(x) = cosg 
g(z,y,z2)=2°—-y’+z p(a)=senw 


Expresa, en la forma más simplificada posible: 


a) (f + g)(£,y, 2) b) f(z), (2), 1) 
c) g(f (2, y, 2), g(£, y, 2),42°z) d) Y( F(z, y2) 


e) g(Y(z), p(x), 0) 


2.3. Descríbase la gráfica de las siguientes funciones: 


ETA d) Iæ, y) = yr 27y 
e) m(z,y) = yr? — az? — by? f) n(x, y) =y- x? 


a) f(£,y) =k b) glx, y) = ax + by+c 
h(x, y) 


2.4. Describir las curvas f(x,y) = k o superficies de nivel f(x,y,z) = k, para los 
siguientes campos f y los valores de k que se indican: 


a) f(2,y) = y 25 — 2? — y? k=0,1,2,3,4,5 
b) f(x,y) = £? + y k=0,2,4,6,8 

c) f(x,y) = xy k = +1, +2,- -- , £6 
d) f(x,y) = 6 — 2x — 3y k = 0,2, 4,6,8, 10 
e) f(x,y,z) = 4z +y + 2z k=4 

f£) f(x,y,z) =r +y +2 k=9 

g) fa,y,2) =r +y- 2 k=1 

h) f(x,y,z) =4x?+4y?-2 k=0 
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2.5. Hállense, si existen, los siguientes límites: 


1 1 1 
a) ím  In|1+x*y| b) lím € ES z) 
(æ,y)>(1,1) (æy) >(1,26 lx y z 
c lím  — d lím sec xt 
) (2,4) (0,4) YY a ) (2,4) (0,7 /2) cid 
— 2x- 2 
e) lím cos s ty f) fa. HER 
(2,y) (0,0) a+y+l (2,y) >(=2,2) a+1 
; xseny 5 cosg — 1 y-2 
lím h lím 
8) (29210 g? +1 ) (2,4) (0,2) ( a? ) e a) 
SN z 
i) ím e Mm j) lím sim 
(a>) 2y-1 (2,9) => (0,0) £ + Y 
k lm  —— l lm — 
) (æ,v)=(0,0) 1/22 + y? ) (æ,u)—=(0,0) [ay] 
3 
m) ím = TY z n) lím n a 
(2,y) (0,0) E tY (z,y)—= (0,0) £4 + Y E 
o) lim —5 p) m e A 
(z,y)>(0,0) y/22 + y? (2,1 >(0,0) y/22 + y2+ 1-1 
A r? sen (y? — 4) A e” —1 
a) ím =p) ím ——— 
(2,y)>(0,0) (y + 2)senz (2,4) >(0,0) sen z ln (1 + y) A 
In (1 
s) m E (zy) t) lím nU tyr) 
(2,y)=(0,0) 1 — e7“ +y (z,v)=>(0,0) tg y - y/1— cos (2? + y?) 


2.6. Estúdiese la continuidad de las siguientes funciones, prolongándolas por continui- 
dad, si es posible, a puntos que no sean de su dominio. 


2a + y? a? +1In y 
a) sen Pi b) 2 ) u- +r 
1 r +y r? +ln(y +1) 
d) = f - 
) q” E In (1 — z? — y?) ) y? + z6 


2.7. Estudiese la continuidad de las siguientes funciones: 


z? +y? > si(e,y) 4 (1,3) si (x,y) # (0,0) 
o 10 sia) =(1-3 Tg si (2, y) = (0,0) 
as : 0.0 r? — Ay? 
ol grr Seno f (400.0 
z si (x, y) = (0,0) 0 si (x,y) = (0,0 
o) l + “(e v) # (0,0) 
a 0 y (x,y) = (0, 0) 
a? sen (y? — 4 p 
f) (y +2) senz S1 (x,y) H 0,-2) 
0 si (x, y) = (0, -2) 


Problemas resueltos del Capítulo 2 
2.1. 


Solución. 


Problemas propuestos del Capítulo 2 


Soluciones en la página 380 


2.1. 


Capítulo 3 


Derivada de Funciones 
de una variable 


3.1. Derivada y continuidad. Recta tangente y rec- 
ta normal 


3.1.1. Idea intuitiva de recta tangente. 


Todo el mundo tiene una idea clara de lo que es la recta tangente a una 
circunferencia en uno de sus puntos, pero si tratamos de generalizar esa idea 
a otras curvas nos encontramos con cuestiones que esa idea no resuelve. 

- ¿Puede la recta tangente cortar a la curva en más de un punto?. 

- ¿Puede atravesar la recta tangente a la curva por el punto de tangencia?. 


YA YA YA 


Ye 


Ya 


T 
> 


Figura 3.1: Idea intuitiva de recta tangente 


Una primera aproximación al concepto nos permite enunciar la siguiente 
definición: 


Definición 3.1. Se llama tangente a una curva en un punto P a la recta 
que pasa por P con la misma dirección que la curva. 


Podemos insistir un poco más en el concepto señalando que la recta 
tangente es una recta que toca a la curva en un punto, pero que, además, 
la curva se aplana en las proximidades del punto de tangencia, tratando de 


141 
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confundirse, por un instante, con la propia recta. Este aplanamiento en los 
alrededores del punto de tangencia es lo que hace que la curva sea suave y que 
se aproxime a la recta tangente en los alrededores del punto de tangencia, y 
esto es lo que realmente caracteriza la recta tangente. 


YA y = f(x) 
Q 
f(zo +h) o Recta tangente a la gráfica 
E e a 
$ (xo) A 
To 
To ZO + h 


Figura 3.2: Recta tangente a una función. 


El residuo r(h) es la distancia (vertical) entre la curva y la recta tangente, 

y es lo que nos va a permitir determinar si una curva tiene o no recta tangente 
en uno de sus puntos. En efecto, una primera observación nos hace ver que 
el residuo r(h) tiende a cero a medida que h tiende a cero. Sin embargo, este 
hecho no es importante para la existencia de la recta tangente, pues el que 
lím, 0 7(h) = 0 lo único que nos dice es que la función es continua en P, 
y seguiría siendo cero cualquiera que fuera la recta que pase por P, aunque 
no fuera la recta tangente, e incluso, aunque la función no tuviera tangente. 
Lo importante, cuando se estudia la recta tangente, es que el residuo r(h) 
tiende a cero más rápido de lo que lo hace h. Esto significa que: 

lím Pih) =0 

A=0 h 
Gráficamente, este límite viene a significar el hecho de que la curva se “em- 
barra” con la recta tangente en los alrededores del punto P. En otras pal- 
abras, la curva tiene que ser “suave”en P, para que “se pueda ver localmente 
como una recta” (su recta tangente). 


3.1.2. Rectas tangentes no intuitivas 
La tangente a una recta es la propia recta. 


y 


Figura 3.3: La tangente a una recta es la propia recta 
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En un punto de inflexión la tangente atraviesa la curva. Pudiéndose 
distinguir tres tipos de puntos de inflexión: de tangente vertical, de tangente 
horizontal y de tangente oblicua. 


y y y 


Figura 3.4: La tangente en un punto de inflexión. 


En un punto anguloso, de desvío brusco o de retroceso, la curva o bien 
no tiene tangente o la tangente es vertical. La tangente no puede ser oblicua, 
ya que este caso la correspondencia no sería función. 


y y y y 


No hay tangente Tangente vertical No hay tangente No es función 


Figura 3.5: En los puntos de retroceso o no hay tangente o la tangente es vertical. 


En los puntos de discontinuidad no se define la recta tangente 
y y 


Figura 3.6: En los puntos de discontinuidad no se define la recta tangente. 
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3.1.3. La pendiente de la recta tangente 


y + y = f(x) El valor aproximado de la pendiente 
de la recta tangente sería: 


f(x) — f (20) 


T — To 


tana ~ 


Y su valor exacto: 


tana = lím f= fro) = flo) 
r—>To £ — To 


Figura 3.7: Pendiente de la recta tangente. 


3.1.4. Definición de derivada 


Definición 3.2 (Derivada en un punto). Sea xo un punto interior de 
Dp. Se llama derivada de la función f en el punto zo al siguiente límite si 
existe y es finito. 
x)— f(x 
T—>LO0Q E aa ZO 
Observaciones: 


=a Cuando dicho límite sea infinito se dice que la función no es derivable, aunque 
tiene derivada infinita. (gráficamente significa que la recta tangente en ese punto 
es vertical). 


= Para que la derivada exista el punto xo tiene que ser un punto interior del dominio, 
es decir, la función tiene que estar definida en un entorno del punto, con objeto de 
que cuando x —> 0 el valor f(x) que aparece en el numerador esté definido. 


a No olvidar que la derivada es un límite, aunque buscaremos reglas para calcular 
derivadas sin tener que hacer dicho límite. 


f(e) — $ tro) 


T— TO 


=a A la expresión , se le llama cociente incremental y se expresa de la 


forma: 

Af _ Ay _ f(x) - f(xo) 

AT Ax £ — £o 
Con lo cual la derivada no es más que el límite del cociente incremental cuando el 
incremento de x tiende a cero. 


1 2 Afío 
AS 


3.1.5. Otra forma de la derivada 
Tenemos que: 


Pe) — dim FOE) 


TZ LO T — TO 
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Llamando h al incremento, será: 


== == + 


con lo cual resulta: 


Figura 3.8: Derivada de una función. 


Ejemplo 3.1. Calcular, aplicando la definición en las dos formas, la deriva- 
da de la función f(x) =3x?, en el punto z = 2. 


Solución. 
Ja) f(Q) ,, 32-12 , 3(2%-4) 
1 pan == = E A 
TO= ia x—2 Ea x—2 i x—2 
-k 3(1+2)(1 — 2) slo 
2>2 x—2 
fQ+h-f2_,, 3Q+h)-12 
1 == 
AI h ae h = 
~ 3(4+4h+h?)—-12 , 12+12h+3k? -12 
sdl = lím = 
h=>0 h h=>0 h 


= lím (12 + 12h) =12+0= 12 


3.1.6. Derivadas laterales 


Si el límite que define la derivada lo tomamos solamente por la derecha o 
por la izquierda, obtenemos las derivadas laterales. 


Definición 3.3. Se llaman derivada por la derecha y derivada por la izquier- 
da, respectivamente, a los siguientes límites, si existen y son finitos: 


i 150 
fe = im EE ip EA 
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Mojo de F(z) — fro) _ im fro +h)- teo) 
LL T — LO h=0— h 

Para que se pueda definir la derivada por la derecha en el punto zo, la 
función tiene que estar definida, al menos, en un intervalos del tipo [zo, b), 
y para que exista la derivada por la izquierda, la función tiene que estar 
definida, al menos, en un intervalo del tipo (a, xo]. 

Para que la función sea derivable las dos derivadas laterales tienen que 
coincidir. 
Teorema 3.1 (Coincidencia de las derivadas laterales). Una función 
es derivable en un punto sii las derivadas laterales coinciden en dicho punto. 


Ejemplo 3.2. Calcular las derivadas laterales de la función valor absoluto, 
en el origen de coordenadas. 


Solución. La función es f(x) = |x|. Luego resulta, 


f)-f0) _ . El z 
/ PER = a 
f (zo+) Pl ( j = F ) E a E E a z À 
f(x)— f0 A z —zx 
! a — == A 
f (zo ) me x—0 ai £ E E l 


Luego la función no es derivable en el origen. 


y 


Figura 3.9: f(x) = |z| 


3.1.7. Derivada y continuidad 


Teorema 3.2 (Derivabilidad implica continuidad). Si una función es 
derivable en un punto, entonces es continua en dicho punto. 


Demostración. En efecto, tenemos que: 


f(x) — f(zo) 


f es derivable en zo => 3 lím 
TAO. EL 


0 
f es continua en zo => lím f(x) = f(z0) => lím f(x)— fico) =0 
LT>LO T>LTO 


y es finito. 


Con lo cual, resulta: 
f derivable en zo => 


lím f(x)— f(zo) = lím f(x) — f(zo) 


T—>XL0Q T—>X0 XL = LO 


(x — xo) = f (zo) -0=0 


=> f es continua en zo 
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Sin embargo, existen funciones que son continuas pero que no son deri- 
vables. 


Ejemplo 3.3. Comprobar que la función f(x) = |x? — 4| es continua en el 
punto x = 2, pero no es derivable en dicho punto. Comprobar el resultado 
gráficamente. ¿En qué otro punto tampoco será derivable?. 


Solución. 
a) f es continua en x= 2 
lím f(x) = lím |z? — 4| = |0| = 0 = f(0) 
y x—2 2 
b) f no es derivable en x = 2 
— f(2 2—4 
Vejer e y ita 
PE T=2 12 —2 
£ 
g 2- 2)(x — 2 
—2 | 2 lím |z | im EXE) _, 
zr—=2+ xz—2 2>2+ x—2 
Figura 3.10: f(x) =|1?- 4] = 2 Ma —2 
a (e), 
22 x—2 r—>2— x—2 


Luego la función no es derivable en x = 2. 


Ejemplo 3.4. Comprobar que la función f(x) = Y/x es continua en el 
punto x = 0, pero no es derivable en ese punto. Comprueba el resultado 
gráficamente. 


Solución. 


a) f es continua en z = 0 


lim f(x) = lím Y7 =0= $(0) 


b) f no es derivable en z = 0 
= 3x — 
rom OD i E E E =m {5 = +00 
x—0 x—0 x—0 z xz—0 x—0 
Luego la función no es derivable en x = 0. 


y 


Figura 3.11: Gráfica de la función f(x) = /x. No es derivable en el origen 
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3.1.8. Significado gráfico de la derivada: Suavidad. 


Una función es continua en un punto , si su gráfica atraviesa dicho punto. 


Una función es derivable en un punto si su gráfica lo atraviesa con suavi- 
dad. 


Continuas -i Una función no es derivable: 


B a 


Derivables 


> 


= En los puntos angulosos. 
= En los puntos de tangente vertical. 


= En los puntos de discontinuidad. 


Discontinuas 


Figura 3.12: Funciones 


Ejemplo 3.5. Estúdiese cuál de las tres funciones siguientes atraviesa el 
origen con más suavidad. 


1. to 2 to. 
F(a) = a six #0 jaja o six #0 h(£) = z w six #0 
Osix=0 Osix=0 Osix=0 


Solución. La función f no es continua en 0, por lo tanto no lo atraviesa. 
La función g es continua en 0, pero no es derivable 0, luego lo atraviesa, 
pero sin suavidad. 

La función h es continua y derivable en el origen, luego lo atraviesa con 
suavidad. 


C 
ONÓN 4 
ANS 


Figura 3.13: La derivabilidad de la función muestra la suavidad de la curva 


3.1.9. La ecuación de la recta tangente 


La pendiente de la recta tangente coincide con la derivada de la función, con 
lo cual: 
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Tenemos que: 
tana = f'(x0) 
y — f (zo) 
y — f(20) T — To 
T— LO 


= f'(20) 


tana = 


» de donde resulta la siguiente ecuación: 


y — Fzo) = F (xo) (a — xo) 


Figura 3.14: Recta tangente. 


Luego, la ecuación de la recta tangente es: 


y = f(x0) + f'(xo)(x — xo) (3.1) 


Ejemplo 3.6. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva y = yx 
en el punto x = 1. Comprobar el resultado gráficamente. 


Solución. 
i Tenemos que: f(x) = vyz > f(1)=1, y 
1 1 
$ = —— > t 1 =L 
f r@o=zz>r0s=; 
de donde, la ecuación de la recta tangente es 
: a 1 1 
Figura 3.15: y = yz y=1=3(0-1) dwi y= 
Ejemplo 3.7. Demostrar que la recta y = —zx es tangente a la curva dada 
por la ecuación: 
y = £? — 61? + 8T 
Hallar el punto de tangencia. 
Solución. La pendiente de la recta tangente ha de ser y! = —1. Como 


y! = 3x? — 12x +8, resulta, 3x? — 12x +8 = —1, de donde, 3z? — 12x +9 =0, 
con lo que, simplificando, resulta: 


veL] 3 => y = —3 > P(3,3) 


La = == em 
TE 2 2 1>y=3=>Q(1,3) 


Comprobamos las posibles soluciones: 
P3,3)>y+3=-([(2-3)>y4+3=-12+3>y=-u 
Q(1,3)>y-3=-(2-1)>y-3=-2+1>y=-2+4No 


Las dos soluciones de la ecuación obedecen a que la curva tiene dos rectas 
tangentes con la misma pendiente y’ = —1, una en el punto P(3,3) y otra 
en el punto Q(1, 3). 
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3.1.10. La ecuación de la recta normal 


Ejemplo 3.8. Hallar, gráficamente, un vector perpendicular al vector UY = 
(2,3) e indicar la relación que existe entre sus componentes y sus pendientes. 


Solución. 


Tenemos que: 


T= (2,9) Las componentes se cambian de 
Up = (—3,2) J orden y una de ellas de signo. 


y para las pendientes: 


m = 3/2 ,_ Z1 La inversa 
Figura 3.16: m = —2/3 Mm =m cambiada de signo. 


Proposición 3.1. Dos rectas perpendiculares tienen pendientes inversas y 
cambiadas de signo. 


Definición 3.4 (Recta normal). Se llama recta normal a una curva, en 
un punto de la misma, a la perpendicular a la recta tangente en dicho punto. 


La pendiente de la recta tangente coincide con la derivada de la función, 
y la de la recta normal con su inversa cambiada de signo, con lo cual resulta 
lo siguiente: 


Ecuación de la recta tangente: 


y — f (z0) = f'(£o)(£ — zo) 


Ecuación de la recta normal: 


Figura 3.17: Recta normal. 


3.1.11. Curvas de tangente horizontal y curvas de tangente 
vertical 


Cuando la derivada se hace cero en un punto, entonces la tangente es 
una recta horizontal y = yo, y la recta normal es la recta vertical que pasa 
por el punto x = zo. 

Cuando la derivada se hace infinita en un punto, entonces la tangente es 
la recta vertical que pasa por el punto x = xp, y la recta normal es la recta 
horizontal que pasa por el punto y = yo. 
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Ejemplo 3.9. Hallar las rectas tangente y normal a la curva y = Yx en el 
origen de coordenadas 


1 1 
Solución. Tenemos y = 11/, y su derivada y = il = 3772 de donde, 
y 
F'(0) = +00, con lo cual: 
-7 = Ecuación de la recta tangente: x = 0 


a Ecuación de la recta normal: y = 0 


Figura 3.18: f(x) = Yz. 


3.2. Función derivada. reglas de derivación. 


3.2.1. Función derivada 


Dada una función y = f(x), si hallamos su derivada en cada uno de los 
puntos en los que sea derivable se obtiene una nueva función llamada función 
derivada de la anterior. 


x | f(x) x | f'(x) 
xo | f(zo) xo | f' (xo) 
xı | fe) xı | f'(x) 
y= f(a) y= f'(a) 


Para hallar la fórmula de la función derivada basta con aplicar la definición 
de derivada en un punto genérico: 


F(a) = im Eth — 462) 


h=0 h 


f'(x) = lím Af y lím Af _ dy 


= 1 —— = 1 r "== 
Azr>0 Ax Azr>0 AT dx 


Ejemplo 3.10. Hallar, aplicando la definición, la derivada de la función: 


f(z) = 2? 


Solución. Podemos aplicar la definición de derivada en cualquiera de sus dos 
formas: 


a-m d m Em Ten 


= lím ——— = lím = 2% > 
z=>C LC L=>C LC z=>C TT =€E 
> Me = 2c > f'(x) = 2 
flæ+h)- f) FAS 
4 = 1 =j i 
f (=) h>0 hoo h 
2 2,2 
sia AA ii 
h=0 h h=>0 
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Ejemplo 3.11. Hallar, aplicando la definición, la derivada de la función: 


Solución. Podemos aplicar la definición de derivada en cualquiera de sus dos 
formas: 
ETE EEN RN CN 
e ue ame ae. (e= ly2+yS 
EE 1 1 1 


> Ho = 2/5 


NAO e+e ae 


E O p E 


h=0 h h=>0 
— ym VERA vez PRA VE) pg EH hm 0 
ES h(Vz+h+y2) 120/24 + y/2) 


1 


1 
= lím = 
h>0 Yr+h+yzr 2yz 


3.2.2. Reglas de derivación. 


Derivada y operaciones: 


función | derivada 
rf rf' 
f+g F +g 
fa | Fa+fg 
1 =g" 
g 2 
f Fg- fg 
g g? 


Derivada de la función compuesta. Regla de la cadena: 
h(x) =9[f(c)] = Mz) =9 |f(2)] - f'(x) 
que se puede expresar de la forma: 


dh _dgdf _, de _dedy 
de df dx de  dydz 


Derivada de la función recíproca o inversa: 


B dr 1 A 1 
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Derivada de las funciones elementales: 


función derivada función derivada 
k 0 k 0 
z 1 u u’ 
q" rer! u” rula! 
1 u’ 
vz == u 2 
1 N u! 
n Yro! n Yur! 
I u 
lng — lnu a 
T 1 u 1 
1 1 1 1 1 u u 1 
z —— = -lge u =e 
Eb xlnb zx Sb Sb ulnb Y Sb 
u u 
e? e? e e u 
az atina a” a“u' lna 
f 
x Tz 1 f 
z a” (lng + 1) fo felg Inf +g7) 
SeT cost sen u u’ cos u 
Cos ón cos u —u/ senu 
1 u' / 2 
tgz = sec? g tgu > Tu sec u 
cos? x 1 cos” u 
1 1 
sec r = sec g tg zx secu = -— u secutgu 
cos T A u 
o 1 3 cscu = —u/ csc u cot u 
csc £ = — CSCI cot £ sen u 
sen g 
1 
il 2 cot u TA e A 
cot £ ~z, E Esci g sen? u 
sen? x 
u 
I arcsen u —— 
arc sen x „E 12 
1-22 y1 K 
V —u 
—1 arc cos u AA 
arc cos y SEA YY =u2 
/1 er q? : u! 
1 arctg u 5 
arc tgz 5 l+u 
l+zx u 
arcsec u 
1 2 
arcsec g [ul Yu P 1 
|eļvxz2? = 1 —u 
i arccsc u 
arccsc £ JulwWu? = 1 
[alWx?—= 1 —u 
=1 arccotg u 3 
arccotg £ 172 l+u 
£ 
senh u u’ cosh u 
senh x cosh x cosh u u’ senh u 
cosh x senh x w 
tgh zx cosh” u 
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Ejemplo 3.12. Derivar las siguientes funciones: 


Gaze moaba] (== (y 435 
Solución. 

(a) ió 

(b mud In v2 

(o) y = 
( 


d) y! =3-29%+*n2 


) y 
) 
) 
(e) y! =213* — 223" 1n3 = (2x — a21n3)3" 


Ejemplo 3.13. Derivar las siguientes funciones: 


(a) y = (4z +7?) (b) y=sené2x cos3x (c) y =sen*(x + sen a)? 


Solución. 
(a) y = 10(4x* + 722)%(12x? + 147) 
(b) y’ = 3sen? 2z -2c052x cos 3x — 3sen* 2x sen 3x 
(c) y' = 2sen(x + sen x)? cos(x + sen z)? - 2(x + sen xz) (1 + cos 1) 


sen? 3x 


Ejemplo 3.14. Derivar f(x) = In —; 
z 
Solución. Aplicamos las propiedades de los logaritmos, antes de derivar, con 
lo cual, 
f(x) = 21n(sen3x) — 3ln z 


de donde, 
3cos3z 3 


3 
f'(£)=2 — — = 6 cot 3x — — 
x ki 


sen 3x 


3.2.3. Derivadas de funciones con un punto aparte 


Supongamos una función definida con un punto aparte 


fa- P 5 cha 


k si x=a 


py = [90 si ka 


P si =a 


Si la función tiene, en la fórmula, un punto aparte, la derivada en ese punto 
no tiene porqué ser cero, ya que la derivada depende de los valores que 
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tome la función en los alrededores del punto. Además, a cualquier función 
le podemos separar un punto de su fórmula, sin que por ello se haga su 
derivada cero en dicho punto. Por ejemplo, 


a si 43 sokan si 43 


9 si x= 6 si =3 


Si la función tiene un punto aparte, para derivarla, podemos seguir dos 
caminos: 


1. Aplicar la definición de derivada. 


2. Comprobar si es continua, si no es continua no es derivable, y si es 
continua podemos calcular la derivada en ese punto mediante el límite, 
en ese punto, de la derivada en los demás, en el cado de que exista. Si 
el límite no existe habrá que aplicar la definición. 


F' (2) = lím g'(2) 


Es decir, 
_J g) si zr#a nj fI) si Aa 
ra=] k si zrt=a romi aG T opa 


Bien entendido que si dicho límite no existe entonces hay que aplicar la 
definición. 


Ejemplo 3.15. Hallar la derivada de la función: 


1 =| — si 0 


1 si x==0 
Solución. La derivada para x Æ 0 no tiene ningún problema, 


sen y F T COST — sen g 
1) = — > g (1) = ———— 

92) = E > ga) > 

Para hallar la derivada en el origen procedemos de la siguiente forma: 

(a) Estudiamos la continuidad en el origen: 


lím f(x) = lím E 


x—>0 x—>0 Tr 


= 1 = f(0) = fes continua en x=0 


(b) Calculamos la derivada en x = 0, aplicando la definición: 
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f(x) — f(0) a! , Sent—zx o 
z—>0 x—0 x>0 zx 2>0 z£ 
aplicando L’Hôpital, dos veces, resulta, 


, cCosg— 1 0 , —senz 
= lím ————— = [=] = lím 

x—0 2x 

con lo cual la función derivada es: 


TCOST—SENT , 
Pi ¡EE ES si 40 
0 si =0 


En este caso, la derivada en el punto x = 0 también se podía haber 
calculado a partir de la derivada en los puntos z Æ 0, en efecto, 


0 


T£ COS £ — Sen x 


= = 0 
1 — í Æ Sii COS £ — TSENT — COS XT A _ 
f (0) 20 qe [5 $0 2x [l 
—] PE = TSENT aij 
x>0 2% x>0 


El hecho de que f'(0) = 0, significa que la gráfica tiene tangente horizon- 
tal en el punto x = 0, si hubiéramos inclinado la curva habríamos obtenido 
otro resultado. 


sen t 


Figura 3.19: gráfica de f(x) = 


3.2.4. Derivada de funciones definidas a trozos 


Para derivar una función definida a trozos 


ho) =( Ha) see 


glx) si SO 


1. Se deriva la función en cada uno de los intervalos abiertos en los que 
esté definida. 


2. Se estudia la derivabilidad de la función en los puntos de separación y 
en los extremos de los intervalos cerrados, si los hubiera. 


Para hallar la derivabilidad en los puntos de separación se estudia primero 
si es continua, si no es continua no es derivable, y si es continua se calcula 
la derivada, bien aplicando la definición de derivada, o lo que es más fácil, 
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por sustitución directa por la derecha y por la izquierda (si obtenemos dos 
valores iguales, esa es la derivada, y si obtenemos valores diferentes, entonces 
la función no es diferenciable). 


T f(x) si a<c [o bien z< c] 
ES g'(x) si => 


Observación 1: Si la función es derivable ponemos x < c y si no es derivable 
T<cC. 


Observación 2: No debe olvidarse comprobar previamente la continuidad, 
ya que el hecho de que los valores laterales de la derivada sean iguales, por 
sí solo, no significa que la función sea derivable, sino que la función entra y 
sale con la misma pendiente en x = c, pero pudiera ser en puntos diferentes. 


Ejemplo 3.16. Derivar la siguiente función: 


o 2r+3 si 2<2 
ll al—2xr si t>2 


Solución. Primero hallamos la derivada en los intervalos abiertos 


7 _ J2 si g<? 
P a si x>2 


para ver si es derivable en z = 2, estudiamos previamente la continuidad: 


O =7 
f(Q+) =0 


Al no ser derivable en z = 2 no podemos poner x < 2, sino x < 2. 


) no es continua => no es derivable 


En este caso, el hecho de que f'(27) = f'(2*) no tiene ningún valor. 
Ejemplo 3.17. Derivar f(x) = x|x — 2| 
Solución. Eliminamos el valor absoluto de la fórmula expresándola a trozos. 


r? —2x si x>2 
a? + 2x si <2 


fæ =a- =f 
Con lo cual la función derivada es: 


Pejs 2x — 2 si z>2 
—2r +2 si x<2 


Comprobamos la derivabilidad en el punto x = 2 


f(2*) 
F2) 


1(2+) =2 


f'(27) = -2 ) no es derivable 


=0 R 
=0 ' es continua 
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Ejemplo 3.18. Determinar los coeficientes a y b para que la función 


2 . 
 $faió4+l si >1 
rast ar+b si x<l1 


sea derivable en el punto x = 1. Comprobar el resultado gráficamente. 


2x si >1 


Solución. La función derivada ha de ser f'(x) = l e a l 


para lo cual ha de cumplir: 
fA) =f(1+) >a+b=2 a=2 
Ffas=- 070: 2 b=0 
Ya Luego: 


a2+1 six>1 2x six>1 


ra=] 2x sir<1 194 2 sir<l 


La continuidad significa que los dos tramos de la cur- 
va están empalmados. La derivabilidad significa que el 
empalme se ha hecho con suavidad, es decir, con una 
tangente común. 


8 


Figura 3.20: f 


3.2.5. Derivación de funciones implícitas 


Una función es una relación entre dos magnitudes. Cuando en la fórmula 
que las relaciona, una de las magnitudes viene despejada en función de la 
otra, entonces se dice que la función viene definida de manera explícita 


y = f(x) 


Cuando ninguna de las dos magnitudes está despejada en función de la otra, 
sino que las magnitudes están relacionadas mediante una ecuación, se dice 
que la función está definida de manera implícita. 


Fílx,y)=0 


Las funciones definidas de manera implícita se pueden derivar directamente, 
sin necesidad de despejar una de las variables. Para ello basta con tener en 
cuenta que la variable y es función de la x y que, por tanto, cada vez que 
la derivemos hay que multiplicarla por su derivada (se trata de derivar una 
función compuesta). 

Pueden derivarse ecuaciones que no son funciones, pero que podrían de- 
scomponerse en varias funciones, sin necesidad de descomponerlas, la deriva- 
da obtenida vale para todas las funciones. 
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Ejemplo 3.19. Derivar la ecuación: 
2+y?=4 


Solución. Una manera de hacerlo sería descomponiendola en dos funciones: 


Y= +4 4 £ > y| = =T BE 
pyp ia v4-z? y 


Ya =-vá4-zx — — 


7 NOA ==: 
TRET V4=x2 w 


Sin embargo, no es necesario despejar la función, sino que podemos derivar 
directamente en la ecuación, 


r? +y =4 > 2r +2yy' =0 => yo E 
y 


Observación: Hay que evitar derivar funciones que no existen. Por ejemplo 
la ecuación z? + y? = —2 no representa ningún punto del plano y por tanto 
no tiene ningún significado analítico. No obstante, al ser una expresión alge- 
braica podríamos aplicarle las reglas de derivación y derivarla 2x +2yy! = 0, 
y podríamos pensar que y’ = —x/y, sin embargo, estas operaciones no tienen 
ningún sentido. 


Ejemplo 3.20. Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunfer- 
encia: 
(1-2) + (y- 2) =2 


en los puntos en que x = 3. Comprobar el resultado gráficamente. 


Solución. Derivamos de manera implícita, 


Ax-2+2Ay-2y4=0 > y=- 


hallamos los puntos correspondientes a x = 3 


A n 1+(y—2}? = 2 > (y-2)?=1 >y 2=xw1l > y=21=( 


Con lo cual, para z = 3 tenemos dos puntos de la circunferencia P(3,1) y 
Q(3, 3). 


Hallamos la tangente en cada uno de ellos. 


P(3,1)>y-1=-—(4-3)>y-1=x-3>y=:2x-2 


Q(3,3) — y 3= Y 3)>y-3=-2+3>y=-1+6 
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Ya 


Ye 


Figura 3.21: Tangentes a (1 — 2)? + (y — 2)? = 2 


3.2.6. Derivación logarítmica 


Dada una función y = f(x), la derivación logarítmica consiste en tomar In 
en los dos miembros de la igualdad y derivar, después de simplificar. 


La derivación logarítmica se aplica: 
1. Para derivar funciones exponenciales 
2. Para simplificar la derivación de productos y cocientes. 


Observación: La derivación logarítmica se puede aplicar incluso si la fun- 
ción toma valores negativos. 


Ejemplo 3.21. Derivar y = xt8” 


Solución. Tomando ln y derivando en ambos miembros resulta: 


$ 


y 1 1 
> lny = tgrlnz > — = —;— lng + tgr -> 
y  cosóz z 


lng tez lng tex 
y =y( E + 2) = otee ( A +2) 
COS? £ T COS? T T 


Observación: La derivación logarítmica también se puede hacer aplicando 
la identidad logarítmica y = el” ?. 


T 


lny = ln z*8 


Así, en el ejemplo anterior tendríamos: 


tgr 
y= qe eS erT = etezinz pan 
In zx tez lng tez 
y Z etezlna —- peT j= tez 5 poer 
COS” T £ COS” £ T£ 
r? sen? x 


Ejemplo 3.22. Derivar y= l+ De- 2) 
T g= 


Solución. Tomando ln en los dos miembros de la igualdad 


r? sen? L 


nyoa G Ne-a 
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Aplicando las propiedades de los logaritmos resulta, 
lny = 31n x + 2 1n(sen x) — ln(x +1) — 21n(x — 2) 


Derivando 
y 3 2cosx% 1 2 


Y £ seng +1 z:-2 


de donde, despejando y” resulta: 


i x? sen? z 3 2cosz 1 2 
£ sen z t O x-2 


De Ya” 
3.2.7. Derivadas de orden superior 


A la derivada de una función se le llama derivada primera; a la derivada de 
la derivada primera, derivada segunda; y así sucesivamente. 


j d d dy — dy 


= Py = — 7 = — — = 
y =U) A dx dx dr? 
Ejemplo 3.23. Hallar la derivada tercera de la función: 
f(x) = xcosx 


Solución. 


f'(x) = cosx — x seng 
f" (x) = — sen z — sen x — x cos £ = — g cos £ — 2 sen x 
f" (x) = — cosg + usenx — 2cosx = g sen g — 3cosx 


Ejemplo 3.24. Hallar, por inducción, una fórmula para la derivada n-sima 
de la función: 
f(x)=lng 


Solución. 
f'(a) =a 
f" (£) = +217 
f” (x) = -3 : 2x74 
Luego, podemos suponer que, 
f(x) = (=D t(n- Dia” 


Para que quede demostrado tenemos que probar que f (+D) (q) sigue la mis- 
ma regla. En efecto, 


FED (a) = LM) = (In — Dna (Ina 


con lo que queda demostrada la proposición. 
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3.2.8. Aproximación lineal y notación diferencial 


Aproximación lineal: Consiste en aproximar una función, en los alrede- 
dores de un punto, mediante la recta tangente a la función en ese punto. Es 
decir, para calcular los valores de la función en los puntos próximos a uno 
conocido, en vez de sustituir las coordenadas de dichos puntos en la fórmula 
de la función las sustituimos en la ecuación de la recta tangente, y tomamos 
el valor obtenido como una aproximación del buscado. 


Equivale a aproximar el incremento por el diferencial. 
Af = df 
Teniendo en cuenta que: 


Afízo) = f(zo + Az) — f(zo) 


a= f'l) => di =P (00)05 


Resulta: 
f(zo + Az) = f(z0) + zo) Az 


O bien: 


f(x) ~ f(z0) + FlzojAz 


Figura 3.22: Af = df 


Teorema 3.3 (Teorema de aproximación lineal). Si la función es deri- 
vable en el punto x, entonces la diferencial es una buena aproximación del 
incremento. 


Es decir, la curva y la recta tangente están muy pegadas en los alrededores 
del punto, y por lo tanto, el error en la función es mucho menor que el error 
en la zx. 


3.2. FUNCIÓN DERIVADA. REGLAS DE DERIVACIÓN. 163 


En efecto: 
> Af -df 7 Af — f'(z)Ax 2 NA Af 1 pl 7 = 
Da a e (Z -7 (2) SPOR EEEN 


Notación diferencial. Cuando hablemos del diferencial de una función, 
en vez de Az usaremos dx, con lo cual resulta 


Ar = dz zP 
dy = f'(x)Az = f'(x)dx de 
Ejemplo 3.25. Calcular el valor aproximado de arctg 1'1 


Solución. Consideramos la función 


1 
f(x) = arctgx, cuya derivada es f'(x) = Ha 


Y teniendo en cuenta que: 
Af ~ df > f(z) — f(x0) = Plz) Az > f(x) = f(z0) + F'(zo)Az 


Tomando 7z = 1'1, zo = 1 y Az = 0'1, resulta: 


arc X= arc xo + TX 
g 8g To 1 2 


de donde, 

T 
1 +12 4 
Ejemplo 3.26. Dada la función y = Yx 


1 
arctg1'1 ~ arctgl + (01)= -=+ ¿01 = 078 + 0'05 = 0/83 


1. Hallar la ecuación de la recta tangente en el punto x = 1 


2. Utilizar la recta tangente para calcular el valor aproximado de V1'03 


Solución. La ecuación de la recta tangente en el punto xz = 1 viene dada 
por. 


y- f0) = Fz- 1) 


Teniendo en cuenta que 


10)=V1=1 


di. 1 
f) = YT = 13 > fa) = 20% = — 
3 3V q? 
Resulta la ecuación de la recta tangente, 
ES 
= LL — 
4 3 
Con lo cual el valor aproximado pedido es: 
1 0'03 
V103 ~ 1+ z (103 -1)=1+ =1+0'01 =1'01 
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3.3. Límite de funciones 


3.3.1. Infinitésimos equivalentes 


Definición 3.5 (Infinitésimos). Una función, f, se dice que es un infinitésimo en un 
punto Lo, si su límite en dicho punto es cero. 


f infinitésimo en xo > lím f(x) =0 


TL 


Definición 3.6 (Infinitésimos equivalentes). Dos infinitésimos, en un mismo punto, 
se dice que son equivalentes, cuando el límite de su cociente es la unidad. 


f(x) eS ES 
0 


lím 


la y = [p] = 19 fe) ~ le) 


Teorema 3.4 (Sustitución de infinitésimos). Cuando, en un límite, un infinitésimo 
esté multiplicando o dividiendo se le puede sustituir por otro equivalente. 
a T Pt 
emostración. Supongamos que, en xo, es f(x) ~ g(x), será lím o = 1. Y supongamos 
LLO 


que nos encontramos con un límite en el que aparece f(x) multiplicando o dividiendo: 


lím f(x)h(x)= lím P = lím 1-g(x)k(x)= lím g(x)h(x) 


TL LLO g(x) ww TL 


Es decir, hemos sustituido f(x) por g(x) y el nuevo límite puede resultar más fácil que el 
anterior. 


Proposición 3.2. Si un infinitésimo está sumando o restando, en general, no se le puede 
sustituir por otro equivalente. 


lím (f(x) +h(2)) 4 lím (g(x) h(x)) 


LTL LLO 


Existen casos muy concretos en los que se pueden aplicar infinitésimos al caso de 
sumas, como es el siguiente 


Proposición 3.3. La suma de varios infinitésimos de distinto orden se puede reducir al 
de menor orden. 

2 2 3 6 ia 39 

lím (xz + x” + x`) = lím z 


x—0 x—>0 


3.3.2. Infinitésimos más frecuentes en z — 0 


Trigonométricos 


senz nx z arcsen z Y z 


tez z arctgz ~ z 
2 


zZ 
1 — cos z ~ — 
2 
Exponenciales, logarítmicos, potencias y raíces 


z~ ln(1 +2) 
eé—-loz 


¿—1oz-Ina 
ln(1 +2) ~ a 
( ) (+2) -—1~xrz 


YI Fz-1~Ž 
n 
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Ejemplo 3.27. Calcular los siguientes límites: 


2 


2 sen“ x  er—1 , Inz 
1. lím == 2. lím . lím 
20 x? (1+ cosx) z—>0 sen 2x z>1il— g 
1.1 n = 2: 3 
d- sia e aa a E 
z>00 5 21 W/x— 1 z2>0 1— cosx 
Solución. 
2 2 
1. lím 2 senl x _ r0 A 2x A 2 -2i 


í =l =]1 
20 x22(1 + cos x) [5 20 x?(1 + cos x) z201 Fcoss 2 


e” —1 0 £ 1 

2. lí = = lí = 

an sen 2x [g] 530 2x 2 
a a Ar RR) o e Ls l-x3_ 
A e eee ie aez 


4. lím x |- G): 


eje 
T—=00 5 
1 
)= hng = (n1 —1n5) =-—(0—105)=In5 


Ya —-1 - [0] = tim nd+(vr-D] _,, myz _ 


8le 
ES | 
Il 
8 
£, 
| 
= — 
E 
5 
8 
E 
== 
SE 


sen? z + x’ 0 3 sen? x , a? 
= [ ] = lím = lím 379 = 2 
1>01—cose  a>022/2 


6. lím 
z=>=0 l— cosx 


3.3.3. Formas indeterminadas. Reglas de L’Hôpital. 


Formas indeterminadas 


Las reglas de L’Hôpital pretenden resolver los siete casos de indeterminación 
del límite: 


Hay que hacer notar que las Reglas de L’Hôpital sólo se pueden aplicar 
directamente a los dos casos 2 y E. Para resolver los cinco casos restantes 
habrá que transformarlos en uno de los dos tipos anteriores. 


No son indeterminaciones las siguientes expresiones: 
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me =0 0-Ac=0 
1 
+00 __ =00 — 2 
0 0 0 Tr 
INES BES 
A O 
(0'd)+e = 0 (Vd) + = œ 
9\ T +00 —=00 +00 
IS E E e 
3 2 2 3 
(0'd)7% = +00 (1d) =0 
3t% = 00 37 = 0 
1?=1 7? =1 


Los siguientes límites no están definidos (por oscilación): 


lím seng lím cosx lím tgz 
xz—> +00 xz—> +00 +00 
lím sen — lím cos—= lím tg — 
a>0+ T a>0+ £  x>0+ £ 
sen z 
ím 
z>+o00 43 


Reglas de L’Hôpital 


Las reglas de L’Hôpital se pueden resumir en el siguiente esquema: 


0 1 
we a 
glz) 0 œ g'(x) 
Observaciones: 
1. La Regla sólo es aplicable mientras se mantiene la indeterminación o 


o Æ, por lo que antes de derivar siempre hay que comprobar. 


2. Si la indeterminación se mantiene indefinidamente, entonces la regla 
no es aplicable. 


3. En cualquier momento se pueden hacer transformaciones algebraicas 
o aplicar infinitésimos con objeto de simplificar las derivadas. 


Formalmente una Regla de L'Hópital puede enunciarse de la siguiente man- 


era. 


Teorema 3.5 (Regla de L*'Hópital). Si f y g son funciones continuas 
en el intervalo [a,b) y derivables en el intervalo (a,b), con límite cero por 
la derecha del punto a, y además la derivada de la función g no se anula en 
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1 
z 
ningún punto del intervalo (a,b), entonces, si existe el lím f ) también 
2>a+ g'(x) 
e e f(x) : Pan 
existe el lím =— y además ambos coinciden 
z>at g(x) 
Ejemplo 3.28. Calcula los siguientes límites 
e” —1 0 e? 1 
1. lí = |-|] = lí D 
4530 sen 2x [5 30 2cos2x 2 
l-2+1 0 -1+l 0 | 
2 Ti E a e eE 
a>1 1+ cosrgr 0 a=>1 —T Sen TL 0 21 —TI SON TL 
0 ; —1 —1 
= [>] = lím 2 TI 
0 a>1 —T SEN TL — TL COSTE T 
sen g 0 COS £ 1 
3. lí = fA = lí = —= 1 
rial ao or 
e” 00 e” 00 e. +00 
o o lle ad o ES 
z3 00 173 z3 
5 lím — = |Z] = lím 5 = lím —; Mn = +00 
x> lng 00 ao 1 2% 33 >œ 3 


Simplificación del límite. Siempre que sea posible, antes de abordar la 
Regla de L'Hópital, es conveniente intentar simplificar el límite con objeto 
de que no se complique con la derivación. Para ello se sacan fuera del límite 
los factores que tengan un valor numérico. 


Ejemplo 3.29. Calcular el siguiente límite 


(1 + cos 2)(x2% — 3) sen x 


k 
z0 (2? — x) cos z 
Solución. 
im (1 + cos x2)(x2% — 3) sen x — a es (1 + cos x)(q? — 3) m ST 
10 (12 — x) cos g 0% 10 cos £ 20 £? — T 
2(-3) cos £ 1 
= lí = 6 + 6 
E Sl 


El primer límite lo hemos resuelto directamente por sustitución, y sólo hemos 
aplicado L*Hópital en el segundo limite, lo que ha simplificado notablemente 
los cálculos. 
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Indeterminaciones del tipo 0- oo 


Se transforman en una indeterminación del tipo o, o Æ, mediante opera- 


ciones algebraicas,o bien, mediante las siguientes transformaciones 


f(x) g(x) 
f T): 9T) = f x): g(x) = 
(2) - g(x) 1/9 (a) (x) - g(x) 1/0) 
—1 
Ejemplo 3.30. Calcular: lím q ln 
x=-+00 a+1 
Solución. 
x—1 
E Li 1 j n £+ 1 0 
y T] 5 [oo - 0] z a a [o] a 
a+lr+1-x+1 2 
Z: 2 27 
ida 1 (+1) lím (z-1)(z+1) _ 
x2>+00 EE x— +00 zd 
wW. T 
= lím 20 = = = lím ES 


Indeterminaciones del tipo œ — oo 


0 00 


Se transforman en una indeterminación del tipo ;, o <, mediante opera- 
ciones algebraicas, como puede ser: buscando un común denominador, mul- 
tiplicando y dividiendo por el conjugado; o bien, mediante las siguientes 


transformaciones: 
B E 
A-B=A(1-%)= A 
( a 4 
1 1, 2-1 
A-B=AB =B_A 
e a) 5 


Ejemplo 3.31. Calcular los siguientes límites: 


je ón (=- : ) 2. lím (Va? +32) 


T sen Y 


Solución. 


lo as (E- 1 ) = [> - œ] = TE a 

x>+0 lx sen £ z>+0 TSENT 
sen z — x£ 0 , cosx—l 0 i 
~ =f] ím —— = [|F] = ím 
0 x—+0 2 


x—+0 2x 


— sent 


=0 
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1/72 
2. lím (v22 +32 — 2) = [00 — 00] = lím 0 (EEE 1) 


2=>+00 


3 
i 3 Er 0 
A O = a EET f = 
—3 
= lím i = lím = 5 
FaR =y TATR 24 +3 


Este límite también podía haberse resuelto multiplicando por el con- 
jugado, o bien, aplicando infinitésimos. 


Indeterminaciones del tipo 0%, 00%, 1% 


Se transforman en una indeterminación del tipo o, o X, tomando logaritmos 
neperianos. 
En efecto, llamando y al límite en cuestión: 


y = lím (090) 
tomando ln en ambos miembros y operando, resulta, 
In y = Inlím f(2)2 = lím In f(2)7 = lím g(x) In f(x) 
Que es un límite del tipo 0 - oo, y una vez resuelto, resulta: 


y= em g(x) In f(x) 


El límite también puede resolverse aplicando directamente la identidad log- 


arítmica y = e"?, 


lím f(x) ® = em ím f(a) id ¿min ayala) y emg (z) In f(x) 
El tercer caso 1% admite una forma simplificada de resolución que elimina el 
In y puede facilitar la derivación, en efecto, aplicando infinitésimos, resulta, 
lím f(x) ® — egiímglo) ln f(2) — ¿limglz)In(1+f(2)-1) — eímg(z)(f(x)—1) 


o bien, teniendo en cuenta la definición del número e 
A 1 
e = lím(1 + 2z)- 

2>0 


resulta, 


lím f(x) = [19] =lím(1 + f(x) — 1)2) = 
=lm(1+ f(2) - DIO emgle) (a) 
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Ejemplo 3.32. Calcular, por los dos métodos, el siguiente límite: 


1 
lím (cos e 


TI> 
Solución. 


1 
1. lí zZ = |1% 
Jím (cos 1) 1168] 
1 
Llamamos y al límite: y = lím(cosx)=2 , tomamos ln y operamos, 


=> 


con lo que resulta, 


1 In cos £x 0 —senz 
1 = ln lí 22 = lí = |-| = lí = 
ny Es z) sob q | ] 250 2x cos T 
y =g —1 
= lím ——— = — 
x—0 2x COS £ 2 
de donde, el límite pedido es: 
=% 1 1 
=e = —=— 
” a ve 
2. Por el otro método sería: 
lím — (cos x — 1) li RA 
lím (cos E = [1%] = er0 q? = er>0 2r =e7 
DEF 
Ejemplo 3.33. Calcular: lím ger 


LD 


Solución. lím xt8? = [09] 


x>0 


Llamando y al límite: y = lím x*8% , tomando ln y operando, resulta, 


z>0+ 

lng 00 
Iny=In lím 28? = lím tgxlnx = [0 - 00] = lím = [—=] = 

a>0+ a>0+ x—0t cot x 00 

1 sen? z T 

= lím DT == = lím —— = lím z= 

x—0 —5 x—0+t T x—0t £ x—0+t 

sen 
de donde, 
y= el =1 


Ejemplo 3.34. Calcular los siguientes límites: 


1. lím (1 +2? +37) 2. lím (142% +3%)2 3. lím (1+2 +3)? 
=> 


2=>+00 I=>—00 


Solución. 
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1 0 o! 1 30+ = 3+% = +00 

1. lm(14+2%4+3%)72 = (1+2 +3 )0 = 30 = de 1 
1D 30 e 
3+oo 


luego el límite no existe. 


2. lím (142% +3*)= = (142% 4 340090 = [090] —, 


2=>+00 


y= lím (1+2 +37)? 


t—+00 


In(1 +2” + 3%) 


Iny= lím In(14+2% +3") = lím = [43] = 
LT >+00 u>+00 T 00 
2% In2 + 3? In 3 
Tag 21n2+3*1n3 
e Mi o PALO oi AAA 
ao+o0 1 a>o+oo 1 +27 43% 00 


gr 37 
, ro Ar , 0+1n3 
= lím 7 z= ím == = ln3 
a=>+oo 1 f 2 3 x—+œ 0+0+1 
3e (3) 13 


luego, 
Iny=1In3 > y=3 


En este ejemplo no ha sido posible aplicar L”Hópital por segunda vez, 
ya que con dicha regla no es posible “romper”la indeterminación. 


3. lím (1+2 +3")? =(1+0+0)=1%=1 


T—> —00 


Ejemplo 3.35. Calcular: 


TL 
i ay te 
lím (2 — Z) 2a 
z>a a 
Solución. 
z 
2) 
a 
TT £ lím TT 
: ate 3 lím tg — [1 — — cot — 
lím (2-7) 2a = [1%] = gua ° 2a al =e 2a = 
z>a a 
ZL 
lím 
z>a q —1 2a sen? 32 
T A a 
20 sap 2 Z ím ———41 5 
=e 2a = eta TA = er 


Ejemplo 3.36. Estudiar el dominio y continuidad de la función: 


2 + cos Ł 

— ~ si r#0 
2 
= si x=0 


3 
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Solución. 


1. Dominio. La función está definida en todo R, ya que si 3 + ez = 0, 
resulta ez = —3 que no es posible. 


2. Continuidad. La función es continua en todo R, salvo quizás en x = 0, 


2 + cos 1 RAS" Ac 


l = |l L= 0 
Ber He) RET 3+ Es 00 00 
2 2  24+Ac Sin límit 
lím f(x) = lím gu g Ben A a Sin límite 
x—07 xr—>0 3+er 3+0 3 


Luego la función no es continua en x = 0. 
Ejemplo 3.37. Dada la función: 


TSE. 
—— si 2%0 
r3 


si x=0 
Hallar f'(0) y f” (0) 


Solución. 
Continuidad: La función es continua en todo R, salvo quizás en x = 0, 


im ZZS A — jím Z8? ll — lím q? _1 
ao g3 0 20 3x2 0 202-342 6 
luego la función es continua en todo R. 
Derivada en x = 0: Aplicamos la definición. 
TSE 1 g 
F'O) = lím f(x) — f(0) taia x3 Cia 6x — Ösen r - r” _ 
x—0 £ x—0 £ x—0 6x4 
[ ] 1 6 — 6 cos x — 32? [2] lí SNT — ÔT [2] 
mane E lim = — = — 
2>0 2413 0 2>0 7232 0 
6cosx—6 [£] K —6 sen z 0 
= m = = |M -———— = 


Derivada segunda en x = 0: Hallamos f'(x), para x Æ 0 


fx) = (1 — cos x)z’ — (x — sen 2)32? _ T — TCOST — 3T + 3sen T 
xz) = ző a A 

—2x — z cos £ + 3senz 
4 


T 


Para calcular f” (0), aplicamos la definición de derivada: 
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—2x — x cos x + 3sen zx 


1 1 
f” (0) = líma o f(z) — f0) = límz—o zí = 
£ £ 
K —2x — x cos x + 3 sen x K —?2 — cos £ + x sen £z + 3 cos £ 
= lím = lím = 
xz—>0 q 2>0 51! 
E —2 + 2 cos x + xsen g Siea —2 sen x + sent + z£ cos zx e 
20 5x4 2>0 2073 
, —SMTIF+ICOSI 1 K COS £ + COs £ — T Sen x 
= lim == pa? 1m e= 
2>0 2073 0 z>0 60x2 
—x sen x 0 ql A —1 


Z SES a 
Ine lol = 02 = 50 
Ejemplo 3.38. Dada la función: 


=f sens o, ¿sz 


=8 


si x==0 


Hallar f'(0) y f” (0). 


Solución. 
sen z j 
— f (0) = sent — g 0 
/ = lí fte) - f0) = lí XL = lí EN pad [Eme 
f (0) 50 T 20 T 230 q? [5] 
cosg — 1 ,  —Senz 
=l = lím = 
2>0 2x xr—>2 
luego, 
£ COS £ — SEN % 
f' (a) = z? A 
0 si =0 
de donde, 
T COS £ — SEN T 0 
1 1 
— f'(0 
x—>0 £ x>0 £ 
, TCOST — SENT 0 , COST — SENTI — COS L 
= lím = [ ] = lím = 
20 z3 0 2>0 3x2 
,  —ISOENT —q? —1 
= lím ——— = lím —= = — 
2=>0 3x2 2>0 3x? 3 


3.4. Límite de sucesiones 


Una sucesión es un conjunto de infinitos números ordenados según algún criterio. ejemplo, 


1 111 1 


L PrE 19) } 0 
12345 n 
rro np] 1 
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[1,0,—1,0,1,--- ,senn>,"*:) — Sin límite 


Las sucesiones se pueden considerar como funciones, donde el primer conjunto es el de los 
números naturales. 


E 2 30 ereo fp ooe N 
Ko T ae d a I 
{ a1 a2 a3 ... An ... } R 


La gráfica de una sucesión es un conjunto de infinitos puntos separados (aislados) unos de 


otros. 
Un an = L Un an = AS Un An = sen n5 
1 . 1 a D e” 1 . a 
A 1 2 E i ~ E 12345 z A 1 2 4 5 E 
a at al ` 
Figura 3.23: 


Límite de sucesiones considerándolas como funciones 


Si unimos los puntos que representan una sucesión obtenemos la gráfica de 
una función. Sin embargo, podemos obtener infinitas funciones que contienen 
los puntos de una misma sucesión. Lo normal es coger la función que tiene 
la misma fórmula que la sucesión, es decir considerar que la variable n es 
continua y no discreta. 

Si la función que representa a la sucesión tiene límite, ese es el límite de 
la sucesión, pero si la función no tiene límite, entonces la sucesión si puede 
tenerlo. 

Por tanto, se pueden aplicar los infinitésimos y las reglas de L’Hôpital 
a las sucesiones, el límite que encontremos será el límite de la sucesión y 
si la sucesión considerada como función no tiene límite entonces habrá que 
aplicar otro criterio. 


Ejemplo 3.39. Calcular los siguientes límites: 


t m [2] ie seei 
. m = = |=] = lim == = — = 
n=œ n3+4 00 n= 3n2 00 
Ei 
e mili? "a ¡a = ¡de zl 
aN a aa E 
l 1 
3. lim 2 [2] = tim H lim = lim 1= 
n= lnn ool n=œ 5/5n  n>=0o5n n= 
l 1 
4 k Metaj AE N E 
n>0 Inn œo] n>%  1/n n>œ n +3 
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00 2lnn- + 2lnn 
ds PA ím =0 


nN—00 n=>œ n 


3.5. Estudio local de una función. 
Polinomio de Taylor. 


3.5.1. Introducción. 


El valor de un polinomio se puede calcular en cualquier punto, sin más que 
operar. 

Por ejemplo, si el polinomio es p(x) = 3+2g + z2, podemos calcular su valor 
en el punto 0'1, sin más que realizar una serie de operaciones elementales, 
en efecto: 


p0)=3+2-01401%*=34+02+001 = 321 


Sin embargo, el valor de las funciones no polinómicas lo conocemos en unos 
puntos, pero no en otros. Por ejemplo, si la función es f(x) = arctg z, 
sabemos sus valores en algunos puntos, pero en los demás necesitaremos 
una calculadora. En efecto, arctgl = %, pero arctg1'1 =? no sabemos 
cuánto puede valer. 

Esto hace que las funciones polinómicas sean más cómodas de manejar 
que las demás funciones. 


Planteamiento del problema: Con la aproximación local pretendemos 
calcular el valor aproximado de una función en un punto, conocido el valor 
exacto de la función en un punto cercano. 

Conocemos f(x0) 

Queremos calcular el valor, aunque sea aproximado, 
de f(x), siendo x un punto cercano a Zo. 


Figura 3.24: 


La aproximación mediante la recta tangente y mediante el teorema del 
valor medio, suelen ser malas aproximaciones, en cuanto nos alejamos un 
poco del punto. 

Con el polinomio de Taylor lo que buscamos es una función polinómica 
que coincida, lo más posible, con la función dada, al menos en los alrededores 
del punto. Buscamos una función polinómica que se acerque a la curva más 
que la recta tangente. 


176 CAPÍTULO 3. DERIVADA DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


p va a ser un polinomio que en el punto xq va a coincidir 
con f y en los alrededor de xy va a ser muy cercano a 


f 
f(z0) = p(z0) > f(x) = p(x) 


Como valor aproximado de la función en el punto zx 
tomaremos el valor del polinomio en dicho punto. 


Figura 3.25: 


3.5.2. Algunas propiedades de los polinomios 
Desarrollo de un polinomio en potencias de (x — xo) 


El polinomio p(x) =4— z — 21? + x? se dice que está centrado en el origen. 
El polinomio p(x) = 2 + 3(x +1) — 2(x + 1)? — 4(x + 1)? que está centrado 
en zo = —1 

El polinomio p(x) = 3 + 2(x — 2) + 4(x — 2)? — 5(x — 2)? que está centrado 
en zo = 2 


Para centrar un polinomio en el origen basta con desarrollar los paréntesis y 
simplificar la expresión. Centrar un polinomio en un punto xy es un poco más 
laborioso. No obstante, toda función polinómica se puede expresar mediante 
un polinomio centrado en cualquier punto mediante la sustitución: 


z = (x — Lo) + Lo 


Ejemplo 3.40. Expresar p(x) = 4 — x + 2x? + x? mediante un polinomio 
centrado en zo = 2 


Solución. Hacemos el cambio x = (æ — 2) + 2 y resulta: 
plz) =4- (2-2)-2+2[(1-2 +2] + [(1 2) +2] = 
= 4-2-(2-2)+2[(1-2)+4(2-2)+4] + [(12-2)+6(2-2)?+12(2-2)+8] 


De donde resulta: 


p(z) = 18 + 19(x — 2) + 8(x — 2)? + (x — 2)? 


El desarrollo de las potencias de estos paréntesis puede resultar muy 
laborioso, de ahí que se haya buscado otro método mucho más simple para 
centrar un polinomio en cualquier punto. Este método se llama desarrollo 
de Taylor y se basa en el conocimiento del significado de los coeficientes de 
los polinomios. 


Relación entre los coeficientes de un polinomio y los valores de sus 
derivadas. Fórmula de Mac Laurin. 


Ejemplo 3.41. Hallar la relación que existe entre los coeficientes de la 
función polinómica p(x) = 2 + 3x + 5x? y los valores de dicha función y de 
sus derivadas el el origen. 
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Solución. Teniendo en cuenta que: 


plz) =2+3x+52? p(0) =2 
p' (x) =3+10% p'(0)=3 
p" (x) = 10 p” (0) = 10 


Resulta que la función polinómica se puede expresar de la siguiente forma: 


1t 
0 
p(z) = 2 + 3z + 5z? = p(0) + p'(0)a + Pe 


A esta expresión se le llama Fórmula de Taylor en el origen o fórmula de 
Mac Laurin, y se puede generalizar para cualquier polinomio. 


Teorema 3.6. Toda función polinómica 
p(z) = a0 + a£ + aoz? o + anx” 


se puede expresar de la siguiente forma: 


n 0 (n) 0 
(2) =»(0) +p Or t a 4 + O ga 
Demostración. Teniendo en cuenta que: 
p(z) = ao + a1% +00 + azr? +- +anz”  p(0) = ao 


p'(x) = a1 + 2a2£ + 3azz? +--+ nan”! p'(0) = a 
p"(x) = 2a2 +3 -2a30+---+n(n— ljanz”™? p"(0) = 2a2 


p™ (x) = nlan p™ (0) = nlan 
Resulta, 


ao = p(0), az = p'(0), a2 = 
Con lo cual la función polinómica se puede expresar de la siguiente forma: 


p”(0) > p™ (0) yn 


p(x) = ao +aiz+azr? + -+0q, 1" = p(0)+p(0)2+= 22 a ai 


Es decir, 


n p(k) 
APO) k 
k=0 
Ejemplo 3.42. Halla un polinomio de 4° grado que cumpla: 


p(0)=1, p(0)=0, p”(0)=0, p”(0)=6, p'"(0)=48 


Solución. Teniendo en cuenta que: 


p(z) = p(0) + p'(0)z 4 r + a? y £ 


resulta: 
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Relación entre los coeficientes de un polinomio, centrado en el 
punto xy y los valores de sus derivadas en dicho punto. 
Fórmula de Taylor 


Ejemplo 3.43. Dado la función polinómica p(x) = 2 + 3z + 52? 
1. Expresarla en potencias de x — 1. 


2. Hallar la relación que existe entre los nuevos coeficiente y los valores 
de la función y de sus derivadas en el punto x = 1. 
Solución. Haciendo el cambio x = (x — 1) + 1 resulta: 
p(z) =2+ 30 +51? =2+3(0-1)+3+5 (0-1) +1] = 
=2+3(2-1)+3+5[(2-1)?+2x-1)+1] =10+ 13(2—1) + 5(z — 1)? 


Y por otro lado tenemos: 


p(2)=2+3x+52% p(1)=10 
p (a) =3+ 10% p'(1)=13 
p” (z) =10 p"(1) =10 


De donde resulta que la función polinómica se puede expresar de la siguiente 
forma: 


plz) =2+32+51* =10+13(1- 1D) +5(1-1)? = + (1-1? 


A esta expresión se le llama Fórmula de Taylor en el punto z = 1, y se 
puede generalizar para cualquier polinomio y cualquier punto. 


Teorema 3.7. Toda función polinómica 


p(z) = ao + a£ + azz? +--+ anz” 
se puede expresar de la siguiente forma: 


n (n) 
p" (xo) Pappe u 


2! 


p(z) = p(x0) + p (xo) (x= zo) + (x — z0) (z — 20)" 
Demostración. Haciendo el cambio x = (x — zo) + Xy podemos expresar el 
polinomio en potencias de x — xp y resulta: 
p(x) = ao +41 + azz? +--+ ans” = 

= bo + bı (x£ — Lp) + bala — zo)? +--+ bn(x — zo)” 


Con lo cual, 
p(x) = bo | dix zo) 


p'(x) = bı + 2b2(x£ — x0) 
p” (x) = 2b3 + 3 $ 2b3(x — 


p™ (x) = nlbn p™ (zo) = n!bn 
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de donde resulta, 


p”(zo) ,  p”(zo) p™ (xo) 
E b 


bo = p(x0), bı = p' (x0), ba = z= Ta? n= Al 


Con lo cual la función polinómica se puede expresar de la siguiente forma: 


p” (xo) p™ (xo) 
2! n! 


p(x) = p(xo) + p' (xo) (£ — zo) + (£ — z0)? +--+ (x — xp)” 
Es decir, 
A 
10) => Eolo)! 


Ejemplo 3.44. Utilizar la fórmula de Taylor para expresar en potencias de 
x — 2 el polinomio: 


pla) = 5 -— x + 22° — r? + xt 


Solución. Teniendo en cuenta que: 


p(x) =5-— £ +2? — r? +zrt p(2)=19 
1 1 


p (£) = —1 + 4r — 3z? + 4r? p'(2)=27 
p" (x) = 4 — 6x + 12x? p” (2) = 40 
p” (x) = —6 + 24x p” (2) = 42 
p” (x) = 24 p” (2) = 24 
Resulta el siguiente polinomio de Taylor, 
"(9 mo iv 2 
pa) =PO +12) P 04H a+ E a 21 = 
40 42 24 
=19+2 2 2)? y 27 DS 
92702) + (Y la 2 (02) 


= 19 + 27(x — 2) + 20(2 — 2)? + 7(x — 2)’ + (x — 2)* 


3.5.3. Polinomio de Taylor de una función no polinómica 


Dada una función f se trata de encontrar un polinomio de grado n que tome 

aproximadamente los mismos valores que f en los alrededores de un punto 
To. 

y = f(x) 

Prlz) 


Suponemos conocido el valor de la función y el de sus derivadas en el punto £o 
y queremos calcular el valor aproximado de la función en un punto cercano z, 
utilizando para ello una función polinómica de aproximación. Como función 
polinómica de aproximación, lo lógico es buscar una función polinómica que 


pto) = pnl) E (zo— ô, Lo +0) 


180 CAPÍTULO 3. DERIVADA DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


pase por el punto (zo, f (20)) , que pase con la misma pendiente que la función 
f, que pase con la misma concavidad, etc... Es evidente que en cuanto en 
más condiciones coincidan la función f y la función polinómica p, a su paso 
por el punto (xo, Yo), en más se aproximarán al alejarnos del punto. 

Por eso, la función polinómica de aproximación deberá cumplir: 


Palæ) = f(z) = 

(10) = f (zo) Las dos pasan por el punto (xo, Yo) 

xo) = f'(20) Las dos pasan por (xo, yo) con la misma pendiente 
xo) = f”(x0) Las dos pasan por (zo, yo) con la misma concavidad 


Pn 
Phl 
I 
Pal 


p% (xo) = f) (xo) Las dos pasan por (xo, yo) con otras coincidencias 


Un polinomio que cumpla estas condiciones es fácil encontrar mediante la 
fórmula de Taylor, en efecto: 


ro) 4 Eo) y coo Po) 


pnlx) = pnízo) + py (zo) (x 20) +4 a (z — xp)” 


Y teniendo en cuenta los valores asignados al polinomio resulta: 


Y (n) 
+ j g zo)? +-+ j 0 zo)” 


Pax) = f (z0) + f'(z0)(z — zo) 


Un polinomio, así construido, es de esperar que se aproxime suficientemente 
a la función f, al menos en los alrededores del punto xp, y también cabe 
esperar que cuanto mayor sea el grado n del polinomio mayor será la aprox- 
imación. Por lo que podemos asegurar que: 


Y (n) 
FE) ~ flao) + Pete) + Lo p o LO q — a) 
Que se puede expresar de la forma: 
n f(k) 
JE) m pla) = A a a) 
k=0 ` 


y es el polinomio de Taylor para una función no polinómica. 


Observaciones: 


1. El n-simo polinomio será de grado < n, ya que el último coeficiente 
puede ser cero, al haberlo definido como f™ (zo), y la función f no es 
polinómica, por lo que su derivada puede tomar cualquier valor. 


2. El primer polinomio de Taylor siempre coincide con la recta tangente 
a la curva dada en el punto zp. En efecto, y = f (xo) + f'(£o)(£ — xo) 
es la ecuación de la recta tangente. 
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3.5.4. Polinomio de Taylor de las funciones elementales 


Ejemplo 3.45. Hallar el 5% polinomio de MacLaurin de las siguientes fun- 
ciones y generalizarlo para el n-simo polinomio. 


1. flx)= e 2. f(x)= seng 3. f(x) = cosx 


Solución. El 5° polinomio de Taylor en el origen para una función f viene 
definido por: 


f(x) = F(0) + f'(0)x 


F”) a F”) 3, fe) 4, fO) s 
a O A e 


Por consiguiente: 


1. flx)= e” 
f(z)=e F0=1 Resulta el siguiente polinomio de Taylor, 
f'(x) = e f0) =1 2214 A A, e 
Pa) =e f"(0)=1 ATRE E A E 
f") =e P0)=1 Y de manera general 
n k 
puto) = 6 190) =1 ay E 
fl) =e f0)=1 < k! 
2. f(x) = seng 
f(£) = senz f(0)=0 Resulta el Seieite polinomio; 
f'(æ)=cosx f'(0)=1 Aa a 
f(x) =-senx f”(0)=0 AO a 5! 
f(x) =- cosg f"(0)=-1 ùf Y de manera general 
FULL) = sen T f” (0) =0 POR e qa rt 
Pe == cose f°(0)=1 ea 
3. f(x) = cosg 
f(x) = cosg f0) = Resulta el siguiente polinomio, 
pío ene FOO ja E 
f(x) =—cosx f"(0) = A ata 
f(x)=senx f"(0)= y de manera general 
Fx) =cosx f”(0)= Os y (- 


f(x) =-senz f"(0) = 
Ejemplo 3.46. Hallar el 4° polinomio de MacLaurin de la función: 
fx) = (+2) 
Generalizarlo para el n-simo polinomio, y aplicarlo para calcular: 


5 1 
d+, ig l+2x, (1 +0) 
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Solución. 

f(0) = (140) f(0) =1 

Ma) =r(1+0? fO) =r 

o) =r = 1 ry? f"(0) = r(r—1) 


Fe) == 12 f”(0) =r(r — 1)(r — 2) 
f(x) =r(r — 1)(r —2)(r —-3)(14+ 2) 0 fu 


Resulta el siguiente polinomio de Taylor, 


delas o 1 a EN — Jo — ea E — e Dr-3 4 


y de manera general el n-simo polinomio será: 


üke ariy E 1)(r— 2) (r=k+1) y 


T 


de donde resulta: 
(1 + ay x 1+v2r+ a D + E 2E H 


3! 
VE VE 2/23), 
4! 


Ee E ao 4! Aa 
=1-2+202-a+20% 
1-1 1-1-3 1-1-3-5 
Vitzr=(14+01 x= 1 a qe A ET 2 4 — 
a id A A 


2 2-4 2.4.6 2.4-6.8” 
3:2 3-2.1 3:2:-1-0 
3-13 27 3 
(1+)? =1+4+3x+ CIMAS ES zi 


xt = 1+ 3x +3r? +r? +0 


Si n es un entero y positivo el desarrollo se interrumpe, ya que siempre 
llegará un momento en que n — k + 1 = 0, precisamente para k = n + 1. Es 
decir, el desarrollo de (1 + x)” sólo llegará hasta el término zn, ya que los 
restantes se anulan. Se obtiene así, el Binomio de Newton. 


(1 +2) = y H 


El polinomio de Taylor del cociente de dos polinomios 


Existen funciones para las que el polinomio de Taylor se puede obtener de 
una manera artificial, sin necesidad de tener que hacer las derivadas de la 
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función, es el caso del cociente de dos polinomios, cuyo polinomio de Taylor 
se puede obtener haciendo la división de los polinomios, pero ordenados de 
menor a mayor. 


Ejemplo 3.47. Hallar el 32 polinomio de Taylor de la función: 


2143 
Al 


f(x) 


Solución. Hacemos la división ordenando los polinomios de menor a mayor 
grado. 


3 +22 | -1+ 
-3 +3 | —3 — 5x — 5a? — 5r” 
5x 
—5x + 5x? 
5x2 
—Ba? + Ba? 
5x3 
—5r3 + 5x4 
5x4 


Con lo cual resulta el siguiente polinomio de Taylor: 


2r+3 _ 
r-1 ~ 


3 — 52 — 52? — 5a* 


Polinomio de Taylor de funciones compuestas 


Para calcular el polinomio de Taylor de las funciones compuestas, en 
vez de derivar directamente dichas funciones, en la generalidad de los ca- 
sos, resulta mucho más fácil de calcular dicho polinomio transformando el 
polinomio de Taylor de las funciones elementales que la componen 


Ejemplo 3.48. Hallar el 4° polinomio de Taylor de la función: 


fu) =e* 


2 


Solución. En vez de derivar directamente la función f(x), resulta más conve- 
niente transformar el polinomio de Taylor de las función y = e”. En efecto, 


tenemos que, 
2 


o AO 


2 
de donde, sustituyendo xz por —a?, resulta 
—q2 4 
fa)=e" =1 H (—a?) y =a A gati 
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Ejemplo 3.49. Hallar el 32 polinomio de Taylor de la función: 
f(x) = sen(sen x) 


Solución. En vez de derivar directamente la función f(x), resulta más con- 
veniente transformar el polinomio de Taylor de las función y = senz. En 
efecto, tenemos que, 


3 
seng ~ r art 
de donde, sustituyendo x por el propio desarrollo de seng, es decir, por 
3 
z 
p= resulta 
3 
z 
r3 [z — Tr 1 
f(x) = sen(sen x) = [zx go -] 31 +. 2 
ES r? q 2r’ O 3 
g= ET z 3 TS T= 3 + 


3.5.5. Resto de Taylor 


Con el término Resto de Taylor nos referimos al error que se comete al 
aproximar una función no polinómica mediante su polinomio de Taylor. 
Si aproximamos la función f mediante el n-simo polinomio de Taylor, el 
error vendrá dado por la diferencia de los valores que toman la función y el 
polinomio. 


y =$) Pale x)| = |f (x) — pnlz 
O sto) x pla) > Inte) = 1160) - paa) 


Teorema 3.8 (Teorema del Resto). Sea f una función definida en el 
intervalo cerrado [a,b] tal que f™ es continua en [a,b] y [+10 existe en 
(a,b). Sean x y ty puntos de [a,b], siendo xz Æ xo. Y sea 


f" (xo) 
2! 


n 


Pnz) = f (zo) + f (£o) (£ — zo) + (x zo)? ENA 


0 (a — ao) 


Entonces existe un punto c entre x y xy tal que el error que se comete 
al aproximar la función f mediante el n-simo polinomio de Taylor en un 
entorno del punto xo viene definido por la fórmula: 


fD (6) 


Rp(z) = Tarii 


(2 — m) (3.2) 


A esta expresión del Resto de Taylor se le llama expresión de Lagrange. 
Existen otras expresiones para calcular el error, sin embargo, ésta es la más 
fácil de recordar puesto que se trata del término siguiente del desarrollo, 
salvo que la derivada se toma en un punto intermedio c. 
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3.5.6. 


mados 


Aplicaciones de la fórmula de Taylor a cálculos aproxi- 


Para hallar el valor de una función en un punto zı se desarrolla la función 


en un punto cercano zo y se toma, como valor aproximado de la función, el 
que tome el polinomio. 


f(z) 


Pn(x) en zo cercano a 21 


} Fæ ~ pn (21) 


El error cometido en la aproximación, según (3.2), vendrá dado por: 


fD (e) 


me) = uF 


(x1 — ayy 


Como el punto c no está determinado, el error no se conoce con exactitud, 
pero sí se puede conocer una acotación del error teniendo en cuenta que c 


está entre £o y 11. 


Ejemplo 3.50. Utilizar el 2° polinomio de Taylor para calcular aproxima- 
damente e. Indicar el error cometido. 


Solución. 
fer=e  f(0)=1 r2 
fF(e)=e f'(0)=1 eml+a+ o 
f)=e f0)=1 , 
RORE 1094 E _ 1199 
Fw) = e" fee = e 2 


Para calcular el error cometido tenemos en cuenta que: 


0O<c< 


con lo cual, 


VMistleccisodieteecioasr<3 
c 3 - 0'008 
IR, (0/2)| = [02% < =— = 0004 


Ejemplo 3.51. Aprorimar Ye con un error menor que 0'01 


Solución. Necesitamos una función para hacer su desarrollo de Taylor, y un 
punto donde hacerlo. De las distintas opciones que podemos pensar para 
calcular la raíz dada, elegimos la más fácil. 


Ye a e1/3 


> fla=e xo =0, m=i 
f0) = y 
1 = n 
2 n! 
(n) — (n+1) n+1 Canl 
f™(0)=1 ne f (c)x _€zx 
(n +1)! (n +1)! 
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Teniendo en cuenta que c está situado entre £o y 11, resulta, 
1 0 c c 
ees LERE <e<e<3>e<3 


Luego, tendrá que ser: 
c(1yn+1 
e (3) 


(n +1)! 


2 MS B 1 
(n+ 1). 3n(n+1) 


< 001 = 1 
! 100 


Es decir hay que encontrar el valor de n que cumple, 
3"(n +1)! > 100 
Esto se hace probando, es decir dando valores a n. 
n=1>3-2=6<100 


n=2>32.31=9-.6=54< 100 
n = 3 = 33 . 4! = 27 - 24 = 648 > 100 > n = 3 


Luego el polinomio de Taylor buscado es el tercero, 


2 3 
r a 
e=1+x+ 2] + 3 
Con lo cual resulta 
a les E a l 
3 = eyx] l 3 l 3 = 1 gA peu —— = 1/39 
vee UE 3! t3 Tis" 162 


Ejemplo 3.52. Estimar sen10° usando el tercer polinomio de Taylor en 
xo = 0. Hallar una cota del error cometido. 


Solución. 
Fx) = sen z F(0) =0 
f'(x) = cosg f'(0)=1 N 33 
f"(a)=—senx f"(0)=0 seng ~ g E 
f" (£) = — COST f” (0) Saj R, 
a de 


fa) =senx  f(c)=senc 


Ahora bien, el valor de x que aparece en las operaciones no puede venir 
medido en grados, sino que, para operar, el ángulo ha de expresarse en 
radianes. 

Teniendo en cuenta que 10% = Frad, resulta: 


3 
sen 10° = sen Frad. EN 2 0'1736468 


18 188.6 
Y el error cometido en la aproximación viene acotado de la siguiente forma: 


senc ¡Ty 1 
(iea 
24 \18 24 


Tit 
— }) = 000004 
(55) 


e|- 
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3.5.7. Aplicaciones de la Fórmula de Taylor al cálculo de 
límites 


Consiste en sustituir las funciones que intervienen en el límite por sus de- 
sarrollos de Taylor. En la práctica, para simplificar los cálculos, solamente 
se sustituyen por la parte del desarrollo de Taylor que realmente influye en 
el límite. El problema será determinar cuántos términos del desarrollo se 
deben utilizar. 


Ejemplo 3.53. Calcular lím az 
x—0 £ 
Solución. 
r3 
im $912 — 2 Pi w= T n j= a 2 
= |-| = lím = — = — 
10 E 20 q3 20 6x3 6 
L_eg 9 
Ejemplo 3.54. Calcular lím = ña 
10 SENTI 


Solución. Teniendo en cuenta los desarrollos de las funciones que intervienen: 


2 3 2 3 r3 


E eta E senr=r-— + 
E 2 6 E 2 6 = 6 
resulta, 
e? —e*—2x 0 
l i p 
220 x£ — seng [5 
2 3 2 3 
g z z 
e El +::)-22 
= Tios 6 2 6 - 
= 5 = 
x>0 T 
r—(1-—+ ) 
5 
Es 
6 
1 — cos(x?) 


Ejemplo 3.55. Calcular, si existe, el valor de lím 
>0 g -senx+2-cosx— 2 


utilizando polinomios de Taylor. 


Solución. Teniendo en cuenta el desarrollo en series de potencias de las 
funciones sen £ y cosg, 


aa cosg = 1 ne 
sen z = t — — + — — a PA AAA 
6 120 2 24 
tenemos. 
ro N aa 
E 2 24 
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de donde, sustituyendo las funciones por sus desarrollos en series, resulta: 
, 1 — cos(x? 

lím E = 

x—>0 g : sen x + 2. cosg -— 2 


T 
ISMS ) 
= lím 3 2 4 = 
r=> F T T 
| p2(1 | 2 
ey D T ) 
rt xt xí 
$3 2 a: E 2 oa 
=m a? ql = tn —291 a? Sin ql 6 
6 12 12 “ma 1 


3.6. Extremos de funciones de una sola variable 


3.6.1. Máximos y mínimos absolutos 
a) En Intervalos cerrados 


Supongamos que la función f es continua en un intervalo cerrado [a,b], 
entonces alcanza un máximo y un mínimo en dicho intervalo. 


Figura 3.26: Puntos críticos 


El máximo y el mínimo absoluto solamente pueden estar situados: 
1. En puntos donde f'(x) =0 
2. En puntos donde f'(x) no está definida 
3. En los extremos del intervalo. 


Puntos críticos de una función: Se llaman puntos críticos de una función 
a los puntos en los que la derivada sea nula o no esté definida. 


Cálculo del máximo y del mínimo absoluto. Para hallar el máximo y 
el mínimo absoluto de una función continua en un intervalo cerrado, 


1. Se hallan los puntos críticos, 
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2. Se hallan los valores de la función en los puntos críticos y en los ex- 
tremos del intervalo. El mayor valor obtenido es el máximo absoluto 
y el menor el mínimo. 


Observación: Si la función no es continua el método anterior no es válido, 
ya que los valores de la función en los puntos críticos no determinan nada. 


Figura 3.27: Función no continua 


Ejemplo 3.56. Hallar los extremos absolutos de la función: 
f(£) = 24? — 3x? — 12x + 15 
en el intervalo [0, 3]. 
Solución. 
1. Hallamos los puntos críticos: 


a) Puntos en los que la derivada no está definida: No existen ya que 
f'(x) = 61? — 6x — 12 está definida en todo R 


b) Puntos en los que la derivada vale cero: 
6x? —61-12=0>2-2x-2=0 
de donde, 


2 2 -1 


A L] 2 


2. Comparamos los valores de la función en los puntos críticos y en los 
extremos del intervalo: 
F(0)=15 Máximo 
f(2)=16-12-244+15=-5 mínimo 
F(3) = 54 — 27 — 36 + 15 = 6 


Ejemplo 3.57. Hallar los extremos absolutos de la función: 
f(e) = -2 


en el intervalo [2, 4]. 
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Solución. 
1. Hallamos los puntos críticos: 


a) Puntos en los que la derivada no está definida: No existen ya que 
f'(x) = 51*— 1 está definida en todo R 


b) Puntos en los que la derivada vale cero: 
1 1 
timos iesi g pa 


Luego no existe ningún punto crítico dentro del intervalo, por tanto: 


2. Comparamos los valores de la función en los extremos del intervalo: 
f(2)=30 mínimo 
F(4) =1020 Máximo 
Ejemplo 3.58. Hallar los extremos absolutos de la función: 
f(x) =3- |z — 2] 


en el intervalo [1, 4]. 


Solución. Para hallar la derivada de la función eliminamos el valor absoluto, 


e _ $f3-(x-2) si 2>2 Jj 5-zx si r22 
fa =3-e-2 ra si x<2 a si x<2 


Con lo cual, la función derivada es: 


134 —1 si x>2 


l si x<2 


1. Hallamos los puntos críticos: 


a) Puntos en los que la derivada no está definida: x = 2 


b) Puntos en los que la derivada vale cero: No existen. 


2. Comparamos los valores de la función en los puntos críticos y en los 
extremos del intervalo: 
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b) Máximos y mínimos absolutos en intervalos abiertos 


Para hallar el máximo y el mínimo de una función continua en un interva- 
lo abierto se “cierra” el intervalo hallando los límites de la función en los 
extremos del mismo. 
2 
A y z 
Ejemplo 3.59. Hallar los extremos absolutos de la función: f(x) = 


a+1 
en todo R. 
Solución. Hallamos la derivada de la función, 


a A __ 2% 
(x? + 1)? (x? + 1)? (x? + 1)? 


1. Hallamos los puntos críticos: 


a) Puntos en los que la derivada no está definida: No existen. 


b) Puntos en los que la derivada vale cero: 21 = 0 —> x = 0 


2. Comparamos los valores de la función en los puntos críticos y en los 
“extremos” del intervalo: 
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¿2 
z>—o z2 + 1 z 
f(0)=0 — mínimo 
; z? 
Peo r arai 
Luego la función no tiene máximo. 


y f(—œ)= lím 


q? 


Figura 3.28: y = 21 


3.6.2. Máximos y mínimos relativos o locales 


Crecimiento y decrecimiento. Una función es creciente allí donde su 
derivada es positiva y decreciente donde es negativa. 


Vx € (a,b) f'(x) >0= f es creciente en (a,b) 
Vx € (a,b) f'(x) <0= f es decreciente en (a, b) 


Estudios de los máximos y mínimos locales a partir del signo de 
la primera derivada. 


Si la función es continua, los máximos locales se presentan donde la función 
cambia de creciente a decreciente, y los mínimos locales donde cambia de 
decreciente a creciente. Si la función es continua, los máximos y mínimos 
relativos solamente se pueden presentar en los puntos críticos. 


Figura 3.29: En un máximo la función cambia de creciente a decreciente 


Ejemplo 3.60. Estudiar los extremos relativos y absolutos de la función 
f(x) = —ÑÚ en todo R 

1) = — en todo 

1 +2? 

Solución. f es continua en todo R, ya que 1 + 2? no se anula nunca. 
Puntos críticos: 


-(14+12%)+x(20)  —1-2*+22? q? —1 


Maa den. (12) 
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de donde: 
Fia=0 = r’ —1=0 = a=xwWl 


a) Extremos relativos: Estudiamos el signo de la derivada. 


4—1 3 

1 

2) = = = 

measag T 
—1 

POS Sman 
4-1 3 

1 

2) = = — = 

Moa. 

Con lo cual hay un máximo en x = —1 y un mínimo en z = 1 


b) Extremos absolutos: Hallamos los valores de la función en los puntos 
críticos y en los extremos del intervalo. 


Feb =1 12 2 < Máximo absoluto 
fQ) = e — mínimo absoluto 
f(tœ)= lím 3 =0 


—zx EA 1 +22 


Figura 3.30: y= ESA 


4 
Ejemplo 3.61. Encontrar los extremos relativos de la función f(x) = £+ E 
en R 


Solución. La función es continua en R — {0} 


Puntos críticos. Hallamos la derivada de la función: 


a) Puntos donde la derivada no esta 

definida. x = 0 

b) Puntos donde la derivada vale cero: 
f'(x) =0— x = +2 


Intervalos de crecimiento: 
F(=3) = 1 — 4/9 = + > creciente 
F'(—1) = 1 — 4 = — > decreciente 
F'(1) = 1 — 4 = — > decreciente 
F'(3) = 1 — 4/9 = + > creciente 


Figura 3.31: y =x + : 
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Concavidad. Puntos de inflexión. 


Una función, derivable en un intervalo, se dice que es cóncava hacia arriba 
sobre dicho intervalo si su derivada es creciente y cóncava hacia abajo si su 
derivada es decreciente. 

Los puntos en los que la concavidad cambia de sentido se llaman puntos de 
inflexión. 


Fte] 
Pi" 


Criterio de la derivada segunda. 


f=4+=f1=>fU 
Ff =- >f l= fN 
Pal > 
f" (xo) = 0 
(xo, f (20)) punto de inflexión >< ó 
f" (xo) no definido 


Aplicaciones de la fórmula de Taylor para el estudio de máximos 
y mínimos. 


Desarrollemos, mediante el n-simo polinomio de Taylor, la función f en el 
punto Zo 


"la (n—1) (x 
1) = F0) + f (aoJa—x0)+ LX (aa E o 09) 


na Fc) 
2 (n — 1)! om 


(x— zo)” 


supongamos que la primera derivada de la función f que no se anula en el 
punto zo es de orden n. Será: 


f'(x0) =0 


[0D (a) = 


de donde, 
Fc) 
Fu) = fro) = lr — To)” 
Como c está entre zo y x, tomando x suficientemente próximo a zo podemos 
suponer que el signo de f™ (c) coincide con el signo de f(") (xp), de donde: 


(£o) = + > f(x) — fo) >0> mínimo 
(£0) = — => f(x) — f(z) < 0— Máximo 
(a) ( ) 
29) 


> f(x) — f(t0) = + — inflexión 


n par l f 
(z-z) =+ | f 
n impar f 
(x Ta zo)” = E l f 
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Con lo cual podemos afirmar lo siguiente: Si la primera derivada que no se 
anula en un punto crítico es par, entonces hay un máximo si dicha derivada 
es negativa y un mínimo si es positiva. Si la primera derivada que no se 
anule es de orden impar, entonces existe un punto de inflexión. 


Ejemplo 3.62. Estudiar la naturaleza del origen en las siguientes fun- 
ciones: 


(a) fa)=é (0) Haj=e (e) f(x) =- 


Solución. 


Ed 
PMa)=120% => f'(0)=0 
ES) = 24x TAN f" (0) =0 
V) = I 


3. fua)=-x* 
f(1)=-40* >= f(0)=0 
f'(x) 12? — f"(0)=0 
f" (x) = —24x y f” (0) = 0 
FWM(x)=-24 => fUM(0)=24<0 par y negativo > Máximo. 


Ejemplo 3.63. Estudiar la naturaleza de los puntos críticos de la función: 
fa) = x? — 3z? + 2 

Solución. Hallamos la derivada para buscar los puntos críticos. 

f'(£)=3z?—6r >= 3z?—-6r=0 > xr-—2z=0 > rx(*-2)=0 


luego los puntos críticos son x = 0 y x = 2. 


Calculamos el valor de la derivada segunda en cada uno de los puntos críticos. 


n" F"(0)=-6 — f(0) máximo relativo 
f(x) =62-63 ` EN i 
f"(2)=6>0 — f(2) mínimo relativo 
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3.6.3. Determinación de funciones conocidos sus puntos críticos 


La dificultad de este tipo de ejercicios está en saber aprovechar toda la 
información que nos da el enunciado. 


Ejemplo 3.64. Hallar a, b, c y d para que la función f(x) = az? + bx? + 
cr+d tenga un mínimo relativo de valor —3 en x = 0 y un máximo relativo 
de valor 4 en x = 1. 


Solución. 
Mínimo relativo de valor —3 en x = 0 => l ad 
En 5 f1)=4 
Máximo relativo de valor 4 en x = 1 => l F(D)=0 


Hallando la derivada f'(x) = 3ax? + 2bx + c, y sustituyendo, resulta el 
sistema de ecuaciones: 


d= -3 d= -3 d= -3 d= -3 

c=0 c=0 c=0 c=0 

a+b+c4d=4 a+b=7 a+b=7 b= 21 

3a+2b+c=0 3a+2b=0 a = —14 a = —14 
luego la función buscada es: f(x) = —14x% + 217? — 3. 


Ejemplo 3.65. Hallar a, b y c tales que la gráfica de la función f(x) = 
az? +bz? + cr tenga una tangente horizontal en el punto de inflexión (1, 1). 


Solución. 

Pasa por el punto (1,1) => f(1)=1 

Tangente horizontal en (1,1) = f'(1)=0 

Punto de inflexión en (1,1) => f"(11)=0 
Hallando la primera y segunda derivada f'(x) = 3ax? + 2bx+c, f"(x) = 
6ax + 2b y sustituyendo, resulta el sistema de ecuaciones: 


a+b+e=1 c=1-a-b c=1-a-—b c=3 
3a+2b+c=0 2a+b=-1 b = —1 — 2a b=-3 
6a+2b=0 3a+b=0 a=1 a=1 


luego la función buscada es: f(x) = £? — 32? + 37. 


3.6.4. Problemas de aplicación de máximos y mínimos 


Para resolver problemas de máximos y mínimos con enunciado es conve- 
niente seguir los siguientes pasos: 


1. Asignar letras a todas las magnitudes que intervienen e intentar rela- 
cionarlas entre sí. (Según se asignen las letras, la resolución del pro- 
blema puede resultar más fácil o más difícil. A veces conviene contar 
con los ángulos). 
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2. Preguntarse ¿qué es lo que hay que hacer máximo o mínimo?. Esa 
magnitud es la que hay que derivar. 


3. Encontrar una fórmula para la magnitud que hay que derivar y expre- 
sarla en función de una sola variable y entonces derivar. 


Naturaleza de los puntos críticos. La naturaleza de los puntos críticos 
puede determinarse por cualquiera de los siguientes criterios. 


1. Por la propia naturaleza del problema. 


2. Comparando el valor de la función en los puntos críticos y en los ex- 
tremos del dominio. 


3. Estudiando el signo de la primera derivada a ambos lados de cada 
punto crítico. 


4. Estudiando el signo de la segunda derivada en los puntos críticos. 


Observación: Si el problema pide un máximo y encontramos un mínimo, 
el máximo habrá que buscarlo en los extremos del dominio. 


Ejemplo 3.66. Un granjero tiene 200 m de tela metálica que va a utilizar 
para construir tres lados de un corral rectangular; se va a usar un muro recto 
que ya existe como cuarto lado del corral. ¿Qué dimensiones maximizarán 
el área del corral?. 


Solución. La magnitud a maximizar es el área. 


au=xX: Y 
z = r. an — 
2x + y = 200 — y = 200 — 2x } a x(200 2x) 200x — 2x 
de donde, 
T 


a' (x) = 200 — 4x — 200 — 4z = 0 — x = 50 


Comprobamos que realmente se trata de un máximo, a partir de la segunda 
derivada: 


a"(x) =—4 => a''(50) = —4 —> máximo 
Luego la solución es z = 50 e y = 100. 
Ejemplo 3.67. Una lámina metálica rectangular mide 5m. de ancho y 8m. 
de largo. Se van a cortar cuatro cuadrados iguales en las esquinas para doblar 


la pieza metálica resultante y soldarla para formar una caja sin tapa. ¿Cómo 
debe hacerse para obtener una caja del máximo volumen posible? 


Solución. la magnitud a maximizar es el volumen. 
v (2) = 12x? — 52x +40 > 122) =%8 +99 50 223247 013082007 
de donde 
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¡WE EN 


3-2% 
luego: 
Pe 13 + y169 — 120 o 13= y 49 137 -f z= 33 no válida 
a 6 = 6 = 6  \z=l1 


Comprobamos que realmente se trata de un máximo, a partir de la segunda 
derivada: 
v" (x) = 24x — 52 > a”(1) =-28 — máximo 


Ejemplo 3.68. Deseamos construir una lata cilíndrica con 40cm? de ca- 
pacidad. El material del fondo y de la tapa es dos veces más caro que el del 
lateral. Hallar el radio y la altura de la lata más económica. 


Solución. La magnitud a minimizar es el coste. Suponiendo que el precio 
por unidad de superficie del lateral es p el de las bases será 2p, con lo que 
resulta: 


Sp = Tr? + Tr? = 27r? 2p coste Sp = 4rr?p 
Sı = 2rrh p coste Sı = 2rrhp 


} c = 4rr?p + 2rrrhp 
: 2 40 
y teniendo en cuenta que v = 40 resulta mr?h = 40 => h = —; de donde, 
Tr 
40 80 
c = 4rr?p + 2rrhp = 4rr°p + 2Tr—zP = 4rr?p + —p 
Tr r 


80 
luego, c'(r) = 8rrp — —p, con lo que resulta, 
r 


80 80 10 3/10 
STrp ,=0 > STY Ta > 8Tr = a ) 99 — = r= ES e 
r r r ST T T 


Comprobamos que realmente se trata de un mínimo, a partir de la segunda 
derivada: 


160 À 
d'(r) = 8r + — =>c"(r) > 0— mínimo 
r 
la altura correspondiente a este radio será: 


1000 ,/10 


40 4 un - 
a 100 q 10073 1007 1007 T 


Ejemplo 3.69. Hallar el punto más cercano y más alejado de la parábola 
y =4-— zr? al punto (0,1) 


3.6. EXTREMOS DE FUNCIONES DE UNA SOLA VARIABLE 199 


Solución. Consideremos un punto genérico X(x, y) de la parábola y = 4—a2?. 
Su distancia al punto P(0, 1) vendrá definida por la expresión: 


914 d= y (2-0) + (y - 1) 
cuyo valor ha de ser máximo o mínimo. Aho- 
(x,y) ra bien, para facilitar la resolución del proble- 
ma, eliminamos la raíz cuadrada elevando al 
cuadrado. 


di =x + (y - 1) 


-i y teniendo en cuenta el valor de y = 4 — a? 
resulta: 


Figura 3.32: y = 4- a? 
de = xz? + (4— z? — 1)? = r? + (3-2? = r? +9- 6r? + rt = zt — 5r? +9 


Y dado que, al ser d positivo, el valor máximo o mínimo de d se corresponde 
con el de d?, podemos optimizar la expresión: 


gl£) = Ê = zf — 5z? +9 


Hallamos los puntos críticos 


5 
g'(x) = 4r — 10r > gz(4r?—-10)=0 > z=0, 2=4 


Para estudiar la naturaleza de los puntos críticos podemos acudir al signo 
de la segunda derivada: 
g" (x) = 12x? — 10 


g"(0) =-—10 — Máximo relativo 
aya = 123 —10=30-10=20 — mínimo relativo 
SES = 123 —10=30-10=20 — mínimo relativo 


El máximo relativo no es el máximo absoluto, ya que la función no tiene 
máximo absoluto por alejarse hacia el infinito. 

El mínimo absoluto estará en uno de los dos mínimos relativos, para deter- 
minarlo hallamos el valor de la función g en cada uno de ellos. 


BRE: 25 9 2-50436_11 _ E 
A NS TT 4 ZU NN a 


Luego los puntos de la parábola y =4— z? que se encuentran más cercano 
al punto (0,1) son: 


A a 
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mientras que el punto más alejado no existe. 


3.7. Problemas propuestos del Capítulo 3 


Ejercicios propuestos del Capítulo 3 


Soluciones en la página ?? 
3.1. 


Problemas resueltos del Capítulo 3 


3.1. Utilizando el polinomio de Taylor de orden 3 centrado en el origen de la función 
In(1 + In(1 + x)), y el de orden cuatro centrado en el origen de 1 — cos(1 — cos x), calcula 
üa 3sen(z?) + 1 —cos(1 — cos x) 
2>0 21n (1 +In(1 + 2x)) +e- — 1 


Solución. Los desarrollos de Taylor de las funciones que intervienen en el límite los obten- 
emos a partir de los desarrollos de Taylor de las funciones elementales. En efecto, 


o” Y SS (x°) 3 7 Ba 
A T > sent XT 31 +e =r 31 pis sen t X r — 
r? a re a 
coss 1l- y tyg i a leor S TA y SN 
de donde, 
Es al i E al ) 
2 4 l DE 4l a* 
cos(1 — cos x) al A + 5 + 
Por otro lado, 
2 dt g 1 ES 2 a. qa 
ln(1 +x a = a= f 1-t+t --- | dt = £ — F 
( ) o 1+t o l1—(—t) A ] 2 3 
de donde, 
2 3 2 3 
E OS 
ln (1 +In(1 N } 
n (1+In(1 +2)) = (x 5 a ) z + 3 
2 3 2 3 3 
£ z £ £ £ 
x i Dee al: 
E 
2 Ta? 
E o E 
Y, finalmente, tenemos 
Faas e” rr pa 
T 2 T 31 T T 2 T 3! T 
de donde, 
om? 073 3 
e 1-20 y (22) „ 22) ! x —2r + 22’ sa 
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de donde, sustituyendo, resulta: 


da 3sen(z?) + 1 — cos(1 — cos x) 
2>0 21n (1 +ln(1 + z)) +e? — 1 
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Problemas propuestos del Capítulo 3 


3.1. 


Soluciones en la página 380 


Capítulo 4 


Derivación de funciones de 
varias variables 


4.1. Derivadas parciales 


4.1.1. Introducción 


Funciones de una variable. Recordemos que para una función de una 
variable f : D CR —> R definida en el intervalo abierto D de R, se define la 
derivada de f en xy € D, denotada por f'(xp), como el valor del siguiente 
límite, si existe y es finito. 


, dy o Ho +h)—fzo) _ ,. fx) fízo) 

f (zo) = da E = lím A = aa EA 
Si f'(xo) existe, su valor nos da la pendiente de la recta tangente a la gráfica 
de la función y = f(x) en el punto (xo, f(xo)). El valor de f'(xo) también 
representa la razón de cambio instantáneo de y respecto de x. 
Nota: La razón de definir la derivada en un punto perteneciente a un con- 
junto abierto D (dominio de la función), es para poder asegurar que para 
h € R pequeño, se tenga (xo + h) € D y que así tenga sentido la expresión 
F(xo + h) que aparece en la definición de derivada. 

La importancia de estudiar el concepto de derivada radica en que a partir 
de la derivada de una función en un punto se puede obtener información so- 
bre el comportamiento de la propia función, aunque esta información es sólo 
local, es decir, a partir de f'(xo) obtenemos información sobre el compor- 
tamiento de f, pero sólo alrededor de xp. Así, por ejemplo, el simple hecho 
de la existencia de f'(xp) señala un comportamiento suave de la gráfica de 
la función en los alrededores del punto (zo, f (20)); el signo de f'(xp) señala 
el crecimiento o decrecimiento de la función alrededor del punto, etc. Esta 
información, aunque sólo es local, es muy importante. No obstante, a partir 
de la función derivada f'(x) podemos obtener una información más global 
del comportamiento de la función. 
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Funciones de dos variables. El concepto de derivada se puede generalizar 
a funciones de dos variables z = f(x,y). La idea intuitiva responde a la 
siguiente cuestión: ¿Cómo se va a ver afectada una función de dos variables 
por una variación de una de sus variables, mientras que la otra variable 
permanece fija? Podemos responder a esta cuestión considerando cada vez 
sólo una de las variables. Esto es, hacemos la derivada de la función cada vez 
con respecto a una variable, manteniendo constante la otra. Este proceso se 
conoce como derivación parcial, y su resultado se llama derivada parcial de la 
función respecto a la variable independiente elegida. Para ello partimos de la 
idea del concepto de derivada de funciones de una variable “el límite, cuando 
el incremento de la variable tiende a cero, del cociente del incremento de la 
función dividido entre el incremento de la variable”. Suponemos que una de 
las variables es constante e incrementamos sólo la otra, es decir, hacemos 
la derivada suponiendo que la función depende sólo de una de las variables. 
Con ello se reduce la discusión al caso uni-dimensional considerando una 
función de varias variables como una función de una sola variable (cada 
variable separadamente), manteniendo fijas las demás. 


4.1.2. Definición 


Supongamos que en cierto entorno del punto (xo, Yo) está dada la función 
z = f(x,y). Si fijamos la variable y: y = yo, obtenemos una función de una 
sola variable z: z = f(x,y0). La derivada “habitual”de esta función en el 
punto x = xy se llama derivada parcial de la función f en el punto (xo, Yo), 
respecto de x, y se denota por 


Of (zo, yo) 


. o 
dx > 0 bien (0,90) 


De esta forma, 


Of(to,Yo) def df(x, yo) 
Ox dx 


LT=L0 
Nota: Señalemos que la designación de la derivada parcial de la función 


Of (zo, Yo) 
ð 


f, respecto de la variable x, por es tradicional. Aunque es más 


dez Of s> OT. i A 
correcto escribir — (z0, Yo), ya que la expresión == es un símbolo único, 
z 
que designa la nueva función, cuyo valor se analiza en el punto (xo, yo). 


Teniendo en cuenta la definición de derivada de una función de una sola 
variable, resulta la siguiente definición de derivada parcial para funciones de 
dos variable. 


Definición 4.1. Dada una función de dos variables f : D C R? => R 
definida en el abierto D de R?, se define la derivada parcial de f con respecto 
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ax en el punto p = (zo, yo) de D como el valor del siguiente límite, si existe 
y es finito. 
f(xo +h, yo) — F(xo, Yo) 

h 
Del mismo modo, se define la derivada parcial de f con respecto a y en p, 
como el siguiente límite, si existe y es finito. 


ð a. zo, Yo + k) — f(xo, yo) 
gy 7w) = e 7 


Of T 
Jz Po, Yo) = m 


Nótese que en cada caso aplicamos la definición de derivada incremen- 
tando solamente una de las variables, mientras que la otra permanece fija. 
Más explícitamente podemos escribir: 


zi f(£o + Az, yo) — f (xo, yo) 


f 2 
Jz (vo, Yo) = a Ae 
0 F(zo, yo + Ay) — f (zo, Yo) 
ə (xo, Yo) _ a Ay 


Cálculo de derivadas parciales aplicando la definición. 


Ejemplo 4.1. Calcular, aplicando la definición, las dos derivadas parciales 
de la función f(x,y) = xy +x-— y, en el punto p(0,0). 


Solución. 

2 (0,0) = tim F00) 400,0) L yyy 40090) — 20,0) _ 

q Mag h h=0 h 

E E O 

2 (0,0) = im F&L HH AOO _ yoo LOR) = FOO _ 

dy k>0 k ton z 

E ím EEFO=k=0 E lg ¿E A RET TERT 
k=0 k ESO k RO 


Ejemplo 4.2. Calcular las dos derivadas parciales en el punto p(0,0) de la 
función: 


mosla p * 00400) 
0 si (x,y) = (0,0) 
Solución. 
OF moye i USD i PERO) 
o R h>0 h 
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OT gi TOMADA AOO y, FAT) 
Oy ERN k k>0 k 
0- k? 
— ím DETER E E E E E 


Ejemplo 4.3. Calcular, aplicando la definición, las dos derivadas parciales 
de la función f(x,y) = 2x? — xy + y?, en el punto p(1,0). 


Solución. 
of S f +h, 0) — £(0,0) 
az LO = lím,0 ~h z 
— km A h) — (1 +h)- 0+0- (2 0+0) _ 
h=0 h 
y UY1+2h+h?) -2 , 2+4h+2h*-2 
= lím = lí = 
h=0 M h=0 h 
A os 
h=>0 h h=0 
1 k)- f 1,k)- fA 
Y 
, 2.1?—1-k+k?- (2) , 2-k+k-2 
= lím = lí = 
k=0 5 0—0 k 
, ktkt a 
= lím S lím(—1 + k) = -1 


4.1.3. La función derivada parcial 


Si hallamos las derivadas parciales de una función de dos variables z = 
f(x,y) en un punto genérico (x,y) de su dominio, obtenemos, a su vez, 
funciones de dos variables, llamadas funciones derivadas parciales. Así: 


Ejemplo 4.4. Hallar, aplicando la definición, las derivadas parciales de la 
función: 
Hoy) =z" +5 


Solución. 
Of f(x +h,y) — f(x, y) (x + hy +5 -— (ay? +5) 
— = = lí = 
ria ld h h>0 h 
, £y? +2hry? +h? y? +5- ry’ -5 ~ 2hzy? + h?y? 
= lím = ím — LA = 
h>0 h h>0 h 
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Fa y+k)-— f(x, y) ay +k)? +5- (ay? +5) 


k>0 k k>0 k 
lím ay? + 3x?y?k + 3x yk? + r?k? +5- r?y? — 5 S 
k>0 k B 
, 32y? k + 32%yk? +x’ k? >, 2,2 2 27,2 
lím A = lím (3a*y + 3u“yk + ak") = 
= 3a?y? 


Cálculo de derivadas parciales mediante las reglas de derivación. 


Si observamos los resultados del ejemplo anterior, podemos concluir que no 
es necesario aplicar la definición para calcular las derivadas parciales, sino 
que se pueden calcular aplicando las reglas ordinarias de derivación. Esto 
se deduce de la propia definición, ya que de la definición de las derivadas 
parciales, como derivadas ordinarias con la condición de que se han fijado 
todas las variables excepto una, respecto de la cual se toma la derivada, se 
deduce que al calcular las derivadas parciales se pueden utilizar las reglas 
del cálculo de las derivadas ordinarias. Es decir, 


Ox 


of 


(x,y) Se puede calcular mediante las reglas de derivación, es decir, como 


una derivada ordinaria, de la función f respecto de la variable zx, 
suponiendo y constante (es decir, como si la función f dependiera 
sólo de z, porque y es un número). En consecuencia, consideramos 
que y es constante y derivamos con respecto a z£. 


Bu (x,y) Se puede calcular mediante las reglas de derivación, es decir, como 
y 


una derivada ordinaria, de la función f respecto de la variable y, 
suponiendo z constante (es decir, como si la función f dependiera 
sólo de y, porque z es un número). En consecuencia, consideramos 
que x es constante y derivamos con respecto a y. 


Ejemplo 4.5. Calcular las dos derivadas parciales de las siguientes fun- 


ciones: 5 y j 
f(z, y) = xf + 2y" — y 


1. 


a) 


b) 


Fijemos en la fórmula la variable y, es decir, supongamos que y 
es un número, con lo cual obtenemos una función de una sola 
variable x; y calculando su derivada tendremos: 


2i =2x + 2y? 

Ox 

De la misma forma, fijemos ahora la variable x es decir, supon- 
gamos que x es un número, con lo cual obtenemos una función 
de una sola variable y; y calculando su derivada tendremos: 


of 


— = dy — 3y? 
a 
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2. 2=(2*+y?*)e *Y 


ð 
SE = 20070 4 (2? + y) (ye) = (2x — ay — p?)e 


Oz 1 

A EY Zet/yy — 2/y 

Jn = Ye os ) = (y+ ae 

Oz -T q? a(y — ajer/y 

A y RA AY im li a NP Yi EN A 
= ze £ e = (xz ez/Y — 

> yl 7 )=( A ) A 


Ejemplo 4.6. Dada la función: f(x, y) = 4x%y? — 4x? + y? + 1. Hallar las 
dos derivadas parciales en el punto (1,1) 


Solución. Calculamos las derivadas parciales mediante las reglas de deriva- 
ción y luego sustituimos las coordenadas del punto. 


of 197202 — of —=19_8g= 
gr E, y) = 121%y* — 8x ar bD =12-8=4 
of -e8 5 of z Ez 
ao SE y +6y > A 


Notación: Se utilizan las siguientes notaciones: 


oz of of 
Ox ðr ðr 

Oz 0f of F 

Zy = Oy = Oy = ay Y) == fy = de = fy(x, y) == Dyf(x, y) = Də f(x,y) 

Cuando se trate de un punto genérico (x, y), normalmente no indicaremos las 
coordenadas, simplemente pondremos fy. Sin embargo, cuando se trate de un 
punto concreto (zo, yo), siempre las indicaremos, para saber de qué punto se 
trata. En este caso, en algunas ocasiones utilizaremos la siguiente notación: 


(x,y) = fa = fa = falz, y) = Dz f(x,y) = Dı f(x,y) 


Zz = 


(£0,y0) 


4.1.4. Funciones de más de dos variables 


El concepto de derivada parcial se puede generalizar a funciones de cualquier 
número de variables. Bastará con derivar la función suponiendo que depende, 
en cada caso, de una sola variable, con las demás fijas. Así, si w = f(x,y,z), 
entonces hay tres derivadas parciales, las cuales se obtienen considerando 
cada vez dos de las variables constantes y derivando respecto de la otra. Es 
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decir, para definir la derivada parcial de w con respecto a x, consideramos 
que y y z son constantes y escribimos 


ðw ze ji f£ + Az, y,z)— f(x,y,z) 
ðr  Ar>0 Az 


Para definir la derivada parcial w con respecto a y, consideramos que x y z 
son constante y escribimos 

ðw = Jai F(x,y + Ay, 2) = f(£,y, z) 

Oy Ay—>0 Ay 


Para definir la derivada parcial w con respecto a z, consideramos que x y y 
son constante y escribimos 
ðw Hna + Az) — f(x,y,z) 


— = lím 
ðz  Az>0 Az 


Ejemplo 4.7. Hallar las derivadas parciales de la función: 


f(£,y, z) = e *cosrz sen 4y 


Solución. En cada caso, suponemos constante dos de las variables, con lo cual 
se obtiene una función de una sola variable, respecto de la cual se deriva. 


of 5 


— = -ne ” sen mz sen 4y 


Ox 

ð 

of = 4e% cos rra cos dy 
Oy 

ð 

of = —5e 7% cos Tx sen 4y 
Oz 


Notación vectorial para definir las derivadas parciales. Como acabamos de ver, 
el concepto de derivada parcial se extiende a funciones de tres variables f(x,y,z) de la 
siguiente forma: 

of lím f(x,y + Ay, 2) — Fx, y, z) = lím Fx, y +t, 2) z Fx, y, 2) 


Oy Ay—>0 Ay t>0 t 


Análogamente se calculan las demás derivadas parciales. 
Para los incremento, Az, Ay, etc., en vez de usar las letras h, k, etc., se pueden usar 
hı, ha, etc., o bien, podemos usar siempre la letra t. 


Del mismo modo se extiende a funciones de cuatro variables f(x,y,z, u) 


Of La lím f(x,y +t,z,u) — f(x,y,2,u) 
Oy t>0 t 


Desde el punto de vista teórico, para definir las derivadas parciales en el caso general 
de funciones de n variables f : D C R” — R, conviene usar notación vectorial. Para 
ello consideramos los vectores ez, e2, ++- ,en € R” de la base canónica de R”, cuyas 
componentes son: 
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con lo cual, para cualquier número t € R, resulta: 
tes = (t,0,--- ,0), tez =(0,t,--- ,0),--- ,ten = (0,0,--- ,t) 
de donde, para cualquier punto p € R”, de coordenadas p = (11, 12,-** , £n), se tiene: 
p + tei = (21,12, Un) + (0, t,- ,0) = (£1, £2, Zi Ht, Ln) 


Es decir, p + te; tiene las mismas coordenadas que p, salvo la i-ésima coordenada que se 
ha incrementado en t. En consecuencia, podemos enunciar la siguiente definición: 


Definición 4.2 (Derivadas parciales). Sea f : D C R” — R una función definida en 
el conjunto abierto D de R”, y sea p € D. Se define la derivada parcial de f con respecto 
a su i-ésima variable en el punto p, como el siguiente límite, si existe y es finito: 


0 1. u f(p+te:)— (p) 


Del mismo modo puede definirse la derivada parcial en un punto genérico x € D, 


ni of fx + tes) — f(x) 
5 x +te:i)— f(x 
xri (=) = lím t 


4.1.5. Razón de cambio 


Las derivadas parciales también pueden interpretarse como la razón de cam- 
bio instantáneo de la función respecto de una variable, mientras la otra 
permanece fija. Así, 

of 


—— (z0, y0) Se puede interpretar como la razón de cambio instantáneo de la 
z 


o 

función f cuando se conserva fija la variable y y varía la z. 
o . 7 PE > 
—(t0,Y0) Se puede interpretar como la razón de cambio instantáneo de la 


Oy 


función f cuando se conserva fija la variable x y varía la y. 


Es decir, las derivadas parciales miden la velocidad de variación parcial de 
la función con respecto a cada variable, cuando las demás se mantienen fijas. 


Ejemplo 4.8. Un cilindro recto tiene 4 cm. de radio y 20 cm. de altura. Ha- 
llar la razón de cambio del volumen del cilindro respecto del radio y respecto 
de la altura. 


Solución. Tenemos que V = rr?h, luego: 
Para hallar la razón de cambio del volumen respecto del radio, r, fijamos 


lLa razón de definir las derivadas parciales en un punto perteneciente a un conjunto 
abierto D (dominio de la función), es para poder asegurar que para t € R pequeño, se tenga 
p +te; € D y que así tenga sentido la expresión f(p + tei) que aparece en la definición de 
derivada parcial. No obstante, este requisito puede reemplazarse por la exigencia de que 
p sea un punto interior del dominio. Es decir, para poder hablar de la derivada de una 
función en un punto, la función tiene que estar definida en cierto entorno del punto. 
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la altura, h, y derivamos con respecto a r. A continuación evaluamos la 
derivada parcial para r = 4 y h = 20. 


oV oV 
— =2rrh > — (r = 4,h = 20) = 2r - 4: 20 = 16017 cm? /cm de r 
Or Or 
Para hallar la razón de cambio del volumen respecto de la altura, h, fijamos el 
radio, r, y derivamos con respecto a h. A continuación evaluamos la derivada 
parcial para r = 4 y h = 20. 
wv > oV 


SLA — — ə) — 3 
an TT R (r = 4,h = 20) = 16r cm? /cm de h 


En el primer caso, si mantenemos fija la altura e incrementamos el radio, se 
produce un incremento del volumen de 160r cm*/cm de r. Mientras que 
en el segundo caso, si mantenemos fijo el radio e incrementamos la altura, 
se produce un incremento del volumen de 167 cm*/cm de h 


4.1.6. Interpretación geométrica de las derivadas parciales 


Recta tangente Recta 
z = f(x,y) tangente 
> 


Yo 


2 
/ 
/ 


| 
I 
i 
| 
e 
p(Zo, yo) 


Figura 4.1: Curvas z = f(x, yo) y z = f (zo, y). 


Si en la ecuación z = f(x,y) fijamos la variable y, y = Yo, resulta una 
función de una sola variable, z = f(x, yo) = g(x). Desde el punto de vista 
geométrico, la función g(x) = f(x, yo) representa la curva que se obtiene de 
la intersección de la superficie z = f(x, y) con el plano y = yo 


z = f(x,y) } 
p= T, Yo) = GT 
n f(z, yo) = g(z) 
En consecuencia, la derivada parcial de la función f, respecto de la variable 
x, en el punto p representa la pendiente de la tangente a la curva g(1) = 
f(z, yo) en el punto P correspondiente de la gráfica, es decir, la inclinación 
de la superficie en la dirección del eje x. 
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Análogamente, la función g(y) = f(xto,y) representa la curva que se 
obtiene de la intersección de la superficie z = f(x, y) con el plano z = zo 


z = f(x, y) 


£T = To 


pa O 


La derivada parcial de la función f, respecto de la variable y, en el punto p 
representa la pendiente de la tangente a la curva g(y) = f (xo, y) en el punto 
P correspondiente de la gráfica, es decir, la inclinación de la superficie en la 
dirección del eje y. 

En un lenguaje más informal, diremos que los valores de Of/0x y ðf /Əy 
en el punto (£0, yo) representan la pendiente de la superficie en el punto 
(Zo, Yo, 20) en las direcciones de los ejes x e y, respectivamente. 


Ejemplo 4.9. Hallar la pendiente a la superficie f(x, y) = 16 — z? — 4y? en 
el punto P(3,—1,3), en las direcciones de los ejes x e y. 


Solución. En la dirección del eje Ox, la pendiente viene dada por 


= —2x > (3, -1) = -6 > tana=-6 


of Of E e 
a. Sy > (3, 1)=8 tanl = 8 


El que la derivada parcial en una dirección sea positiva y en otra negativa 
significa que, desde el punto p, en la dirección del eje Ox la función decrece, 
mientras que en la dirección del eje Oy crece. 


4.1.7. Continuidad y derivadas parciales 


Recordemos que para n = 1, es decir, para las funciones de una variable, de 
la existencia de la derivada en un punto se deriva también que la función 
es continua en ese punto. Sin embargo, para funciones de varias variables, 
la existencia de las derivadas parciales no garantiza la continuidad de una 
función. 

En efecto, la existencia de fy depende del comportamiento de la función 
sólo en la dirección del eje x, y la existencia de fy del comportamiento de la 
función sólo en la dirección del eje y, mientras que la continuidad depende del 
comportamiento de la función en todos los puntos del entorno. Esto significa 
que una función puede tener derivadas parciales en un punto aunque no sea 
continua en dicho punto. 

Tenemos pues, que cuando n > 2, incluso de la existencia de todas las 
derivadas parciales en cierto punto, no se deduce la continuidad en ese punto. 
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Por otro lado, igual que ocurre para funciones de una variable, resulta 
evidente que de la continuidad de las funciones de n variables en un punto 
dado, no se deriva la existencia de sus derivadas parciales en ese punto. 

En consecuencia, para funciones de n variables, n > 2, ni de la conti- 
nuidad de esa función en un punto se deduce la existencia de las derivadas 
parciales, ni de la existencia de las derivadas parciales se deduce la conti- 
nuidad en el punto. 


Ejemplo 4.10. Estudiar la continuidad y calcular las dos derivadas par- 
ciales en el punto p(0,0) de la función f : R? — R definida por: 


0 si (x,y) = (0,0) 
Solución. 


1. Continuidad: La función no es continua en el punto p(0, 0), ya que no 
existe el límite en dicho punto. En efecto, si nos acercamos al punto 
mediante las rectas y = mz resulta: 


TY TY , LMT 


lím = lím = lím ——— = 
(2,y)>(0,0) a? + y? ECO r? + y? y) (00) L2 + M2r? 
x>0 


luego el límite no existe ya que depende del valor de m. Es decir, según 
la recta por la que nos aproximemos al punto tendríamos un valor del 
límite u otro. 


2. Existencia de las derivadas parciales. A pesar de que la función no es 
continua en el punto p(0,0), las derivadas parciales en dicho punto 
existen. En efecto: 


of 2 ES (0,0) ,  f(n,0)=f(0,0) 
09 O RETO L 
h-0 
— ím + 
= h =0 
9 (0,0) = lim F&L E) —£(0,0) _ jp 260,6) = £(0,0) _ 
dy k=>0 k RO 7 
0- k? 
— yn Q? +k? en 
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Ejemplo 4.11. Estudiar la continuidad y calcular las dos derivadas par- 
ciales en el punto p(0,0) de la función f : R? — R definida por: 


=J 1 sizyF0O 
ren =4 0 sizy=0 


Solución. Entendamos primero el significado de la expresión que define la 
función. Tenemos que la imagen de un punto (x,y) es 1 si las dos compo- 
nentes son distintas de cero, y 0 si alguna de las componentes es cero. Es 
decir, para x Æ 0 e y 40, se tiene: 


f(z,y)=1, f(æ,0)=0, f(0,y)=0, f(0,0)= 0. 
En consecuencia, 


1. Continuidad: La función no es continua en el punto p(0, 0), ya que no 
existe el límite en dicho punto. En efecto, si nos acercamos al punto 
mediante la recta y = x resulta: 


fa,y)= ím [1] =1%f(0,0)=0 


lím 
=> x,y)— (0,0 
(z,y)—> (0,0) (290,0) 
mientras que si nos acercamos al punto mediante la recta x = 0 resulta: 


f(z,y)= lím [0] =0#1 


lím 
(x,y)— (0,0) (z,y)— (0,0) 
y=0 


2. Existencia de las derivadas parciales. A pesar de que la función no es 
continua en el punto p(0,0), las derivadas parciales en dicho punto 
existen. En efecto: 


700.0) = [162.0], a= a. 
ð d d 
L (0,0) = 7 a 3 (0), =0 


4.2. Derivadas parciales de órdenes superiores 


Derivadas parciales de segundo orden 


Las derivadas parciales de una función de dos variables f(x, y), son, a su vez, 
funciones de dos variables, f(x, y), f(x, y) y, por lo tanto, podemos obtener 
de ellas, nuevamente, sus derivadas parciales. Llamadas derivadas parciales 
de segundo orden. Así, resultan las siguientes cuatro derivadas parciales de 
segundo orden: 


ð (5) ð (5) ð (5) ð (5) 
0x10x)” 09yl0x)” 0xl0y)” 0y Oy 
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Notación: Para simplificar los paréntesis usaremos la siguiente notación: 


de = fas = È (5 ) =I — pi (Dif)=Duf 
(a)y = fav = 7 > (RE) = EE = DDiS) = Daf 
H= fe = (e) = EE = D DP) = Dot 
H= ta = (e) = E = DDA = Dat 


Para evitar confusión con el orden de derivación (fzy = D21 f), utilizare- 
mos el siguiente criterio: se empieza derivando por la variable “más cercana” 
a la función. Así, derivar primero con respecto a x y a continuación con res- 
pecto a y, se escribirá con cualquiera de las expresiones: 

3f 

ðyðx 
mientras que derivar primero con respecto a y y a continuación con respecto 
a x, se escribirá con cualquiera de las expresiones: 

of 

OxOy 
Nota. El criterio utilizado aquí, unas veces va de izquierda a derecha fry y 


otras de derecha a izquierda Dyz f, por eso algunos autores utilizan criterios 
diferentes. Sin embargo el utilizado aquí es el más aceptado. 


== fry = Dux f 


= fyz = Dryf 


Ejemplo 4.12. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la fun- 
ción 
f(z, y) = sen(x?y) 
Solución. 
fz = 2x y cos(x?y) 
fzz = (fe), = 2y cos(x°y) + 2xy( — 2xy sen(1*y)) = 
= 2y cos(xz?y) — 4x?y? sen(x?y) 
Jas = (12), = 200os(2%y) F 229( = a” senfa?) = 
= 2g cos(x?y) — 22*%y sen(1?y) 


fy = x? cos(x°y) 


fre = (fy), = 2 cos(2?y) + 2?( — 2eysen(a?y)) = 
= 2z cos(1?y) — 24% sen(x?y) 
fyy = VU), =2*(— x? sen(x?y)) =—2*sen(r*y) 


Derivadas parciales cruzadas. Las derivadas parciales fry y fyz, se lla- 
man derivadas parciales cruzadas y cuando son continuas coinciden. 
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Teorema 4.1 (Igualdad de las derivadas parciales cruzadas). Si f 
es una función de dos variables x e y y tal que f, fe, fy, fey Y fyx son con- 
tinuas en una región abierta R, entonces se tiene que las derivadas parciales 
cruzadas coinciden para cada (x,y) de R, 


Fals y) = Lula: y) 


Este teorema se llama Teorema de Schwartz, y puede enunciarse en térmi- 
nos más restrictivo de la siguiente forma 


Teorema 4.2 (Teorema de Schwartz). Sea f : D C R? — R una función 
definida en el abierto D de R?. Si las derivadas parciales Jays DE R? >R 
Y fur: DE R? —> R existen y son funciones continuas en D, entonces 


Fzy = fyz 


El teorema de Schwartz también puede enunciarse en los siguientes térmi- 
nos: Si fe, fy, Y fry son continuas en un entorno del punto (xo, yo), entonces 
existe fya[Zo, Yo) y se verifica fya[Zo, Yo) = fey(Zo, Yo). 


Ejemplo 4.13. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la fun- 
ción 
Toer 
Solución. 
fa =22ye + y x?y(2xe +1) = (223y + 2ryje +4 
frz = (61?y + 2y)e*+u? + (21%y + 2y) (200 t2?) = 
= (4x*y + 10z?y + 2ye? +Y 
fey = (22? + 24) t8? + (20 y + 2xy) (2ye +1) = 
= (4a3y? + 203 + 4ay? + 20) +4 
fu = get? ty? de x?y(2ye® +) z (2x2y? i rje? ty? 
fyz = (42y? + 22) t8? + (2x?y? + 2?) (2re t2) = 
= (4a3y? + 2x3 + 4ry? + 20) +? 
Fs 4r?ye? t8? + (2x2y2 + 22) (2ye? +2") = (4a?y3 + 6x?y)e +? 


Ejemplo 4.14. Comprobar que las derivadas parciales cruzadas de la sigu- 
iente función, en el punto (0,0) no coinciden. 


o 
f(x, y) = z? 4 y? 


Solución. 
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Si (x,y) 4 (0,0), las derivadas parciales son: 


Of Ə (ry—-xry\ (Bry -— ya? + y?) — (2%y — xy*)2x 
0x 0 a2+y (x? + y2)? 


5 


_ 3x%y + 3x?y? ay? y 2xty i 2z?y’ _ aty + 4r?y’ — y’ 


(z? + y?)? (x? + y?)? 


Of Ə (ry-ry\ (2 — 3uy?)(a? + y?) — (a%y — ay?)2y 
Oy y \ a24y? ) CETHE 
5 


_ m4 ay? — 3x8y? — 3xy? — 23y? + 2xy* a q — deiy? — ryt 
(x? + y?) (+ ga. 


En el punto (0,0), las derivadas parciales son: 


h3-0—h-03 
— —0 
Eo 0) — lí 220) F(0,0) _ yyy 588770 _g 
3x Ab h h>0 
03-k—0-k3 
— —0 
<= O py ZO 
Oy k=0 k 0 
De donde, aplicando directamente la definición de derivada parcial, resulta: 
of Of 
i <=- (0, k) — (0,0) 
EE 0,0) = 2 (ĈE) (0,0) = lim 22 Ox _ 
ðyðx Oy NOzx A 
04-k+4-0?°k3—k5 _ q 
Om r 
k=>0 k 
of Of 
ar j2 ðf Eo sn ge- ay (00) 
Oxdy'” 0x \ Oy dd 7 = 
= lím —4D Z 


El teorema 4.2, de igualdad de las derivadas parciales cruzadas, también 
se aplica a funciones de tres o más variables siempre y cuando f y todas sus 
derivadas parciales primeras y segundas sean continuas. Por ejemplo, si f es 
una función de tres variables, w = f(x,y,z), y f y todas sus derivadas par- 
ciales primeras y segundas son continuas en una región abierta R, entonces 
en cada punto de R el orden en la derivación de las derivadas parciales 
segundas cruzadas es irrelevante. Esto es, 


Fey EE, Y, z) = fyz(£,Y, z) 


fezlz, y, z) a fez(z,y, 2) 
fye(x, y, 2) = fey(x, y, 2) 
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Derivadas parciales de tercer orden 


Si además, las derivadas parciales de tercer orden son continuas, entonces no 
importa el orden de derivación de las derivadas parciales cruzadas de tercer 
orden. En consecuencia, si hacemos las derivadas parciales de tercer orden, 
resultan 2% = 8 derivadas, pero si son continuas se reducen a 3 +1 = 4 
derivadas distintas: 


j frys e 
Jal $ y 7 Fe N 7 Jazzy 
f l a Si son continuas => f S Foy O 
yuz 
sd dal fro fy N ; Fzyy 
tk Pe DA 


Es decir, si las derivadas parciales son continuas no importa el orden 
de derivación, sino el número de veces que se ha derivado respecto de cada 
variable. 


Ejemplo 4.15. Hallar las derivadas parciales de tercer orden de la función: 


f(x, y) = 1? +2x2y? — y* 


Solución. 
Tiza — 
f(x,y) = £? + 22y? — y? fry = 4y 
N id N 
fy = 4ry — 3y? 4 y fey =4 
fyy = 4x — 6y a 
fuyy == 6 


Derivadas parciales de orden n 


Si hacemos las derivadas parciales de orden n, resultan 2” derivadas, pero si 
son continuas se reducen a n+1 derivadas distintas. Es decir, si las derivadas 
parciales son continuas no importa el orden de derivación, sino el número de 
veces que se ha derivado respecto de cada variable. Ahora bien, aunque el 
resultado final de las derivadas parciales no depende del orden de derivación, 
el proceso de derivación puede resultar mucho más complicado en un orden 
que en otro. 


TY 


Ejemplo 4.16. Dada la función f(x,y) = ES Hallar Də311 f y Di132f 
y +z 
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Solución. 


y 
Das f = Dag (Dı f) = D231 (= y 5) F 


a 2 2 
r(Y +2) — xy2 TZ —u 
Di132f = Dirz(D2f) = Dis ( E JS r) = Di13 (35) Z 


(y? + 22)? (y? +2?) 
Luz (y? + 22? — (22? — ry?) 2y? + 22)22 
= Du ( (y +20) A +2) e 
o (ar p (BA _ 
a ra) a) 


4.3. Derivadas direccionales. 


4.3.1. Derivadas direccionales 


Las derivadas parciales f(x,y) y fy(x,y), representan, respectivamente, la 
pendiente de la superficie 2 = f(x,y) en las direcciones del eje OX y del 
eje OY. Para hallar la pendiente en cualquier otra dirección se utilizan las 
derivadas direccionales. Es decir, las derivadas parciales nos dan una medida 
de la variación de una función solamente en la dirección de cada eje coorde- 
nado. Es natural buscar un concepto más general de derivada a fin de que 
nuestras consideraciones no queden restringidas a las direcciones particulares 
de los ejes coordenados y nos permita estudiar la razón de incrementos en 
una dirección cualquiera. La derivada direccional responde a este propósito. 


Queremos estudiar la variación de la función f en el punto p cuando el 
argumento varía en la dirección marcada por el vector Y. Para ello partimos 
de la idea del concepto de derivada de funciones de una variable “el límite, 
cuando el incremento de la variable tiende a cero, del cociente del incremen- 
to de la función dividido entre el incremento de la variable”. 
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Es decir, la derivada direccional 
de la función f, en el punto p, 
en la dirección del vector ú viene 
definida por el límite: 


pa 


x>Pp t 


donde x es un punto próximo a p 
y además situado en la dirección 
marcada por el vector Ù, y t es la 
longitud orientada del segmento 
px, es decir, la longitud de este 
segmento con signo positivo, si el 
vector px tiene la misma direc- 
ción que el vector UY, y con signo 
negativo en caso contrario. 


Figura 4.2: Derivada direccional. 


Para la derivada direccional usaremos cualquiera de las notaciones: 


Ds f(p) = AL (p) 

Desde el punto de vista gráfico, el problema se ha reducido a dos dimen- 
siones mediante la intersección de la superficie con el plano vertical que pasa 
por el punto p y es paralelo al vector V. Este plano corta a la superficie me- 
diante una curva C, y definimos la pendiente de la superficie en (Zo, Yo, Zo) 
como la pendiente de la curva C en ese punto. 


Cálculo de la derivada direccional conocido el vector director: 
1. Vector director unitario ŭ : Si el vector director es unitario resulta: 


px || = |t| 
[pa] =1 


de donde, 


J> pet > x—p=tú=> x=p+tú 


(4.1) 


Ds f(p) = lím fp tē) - f(p) 


2. Vector director no unitario Ù: Si el vector no es unitario, resulta: 


PE 
|| px || = |] } sa 
f > pxAtú 
lall #1 

luego no podemos hacer la sustitución anterior. Por lo tanto, si el 
vector no es unitario, hallamos el vector unitario de la misma dirección 
y sentido que el dado, y a ese nuevo vector hallado le aplicamos el 
resultado anterior. 


ú= 
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El concepto de derivada direccional generaliza el concepto de derivada 
parcial, de manera que las derivadas parciales pueden obtenerse como casos 
particulares de las derivadas direccionales. Así, fy es la derivada direccional 
en la dirección del vector (1,0) y f, en la dirección del vector (0, 1), es decir: 


f«(p) = Daf(p) para ú=(1,0) — fyl(p)=Daf(p) para ú= (0,1) 


Se debe observar que puede existir la derivada direccional de una función, 
en un punto, con respecto a un vector, y sin embargo, puede suceder que no 
exista la derivada direccional con respecto a otro vector. 


Ejemplo 4.17. Hallar la derivada direccional de f(x,y) = £? + 3xy? en 
el punto p(1,2), en la dirección que apunta hacia el origen. 


Solución. Hallamos el vector director y comprobamos su módulo. 

Y =pò=0- p= (0,0) - (1,2)=(-1,-2) > [8] =V1+4=v8%1 
luego, 
ma 
de donde, 
fp) = (1,2) =12+3-1-22=1+12=13 


IS 


y 2 A (s >) (s 8t | =) E 

v5 5 v5 v5 5 
aa A 15 24t ] 12? 12t is 24? 12% a 
v5 5 v5 5 y5 5 545 
38t 37t? 12 


Ys 5 545 


38% 37 19 


Mu 


(= _ 37 25) _ —38 
v5 5 545) v5 


El que la derivada direccional sea negativa significa que la función decrece 
en esa dirección. 
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Cálculo de la derivada direccional conocido el ángulo director. 
Conocido el ángulo 0 que forma el vector director con la dirección positiva 
del eje OX, se tienen inmediatamente las coordenadas del vector director 
unitario. En efecto, 

ú = (cos 0, sen 6). 


El concepto de derivada direccional se puede generalizar para cualquier 
número de variables. Así, para el caso general podemos enunciar la siguiente 
definición: 


Definición 4.3 (Derivada direccional). Sea f : D CR” — R una fun- 

ción definida en el conjunto abierto D de R” y sea p € D un punto dado de 

D. Sea ú un vector unitario dado. Se define la derivada de la función f en 

p, en la dirección del vector ù, denotada ag P) o bien Di f(p), como el 
ù 


siguiente límite, si existe y es finito. 


Da f(p) = Yin LA —f(p) 


Ejemplo 4.18. Hallar la derivada direccional de f(x,y,z) = xyz en el 
punto p(1,0,—1), según la dirección del vector  = (1,1, 1). 


Solución. Hallamos el vector unitario ŭ con la misma dirección y sentido 
que Y, para ello lo dividimos por su módulo. 


Ú 1 1 1 
ENES O is as ) 
[6]. v3 V3 v3 
luego, 
+tū = (1,0 1+( : A (+2 E 1+) 
u = 197 0 , y 
E 3 V3 v3 V3 v3 v3 


de donde, 
f) = fA,1,1)=1-0:(—1)=0 


fp+t)=f(1 | E 14 +)=(1 | Y! 14 5) = 


-(; 1) (a z 


con lo que resulta, 


t 
iia EE a LO E E A 
t>0 t 
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4.3.2. Relación entre la derivada direccional y las derivadas par- 
ciales 


Veamos a partir de un ejemplo un resultado que justificaremos más adelante. 


Ejemplo 4.19. Hallar la derivada direccional de f(x,y) = 1? + y? en 
un punto genérico p(x,y), según la dirección de un vector genérico unitario 
ŭ = (u1, uz). 


Solución. Tenemos, 
p+tú = (x,y) + t(u1,u2) = (£ + tu, £ + tuz) 
de donde, 
FP) = Fr, y) = 2? + y? 
f(p+tù) = f(x + tu, x + tus) = (x +tu1)? + (£ + tuo)? = 


= 224 2gtu; + t? (u1)? + £3 + 3x?tua + 3t? (u2)? + (uo)? 


con lo que resulta, 


Sia 2? + 2xtu1 +t? (u1)? +y? + 3y?tuo + 3yt? (u2)? + (us) — (a? +y”) 
E t=>0 t o 


= lím (2xu1 + t(u1)? + 3y u2 + 3yt(u2)? + t%(u2)*) =2xu1 + 3y u2 


El cálculo de la derivada direccional aplicando la definición resulta bas- 
tante engorroso, no obstante, el resultado de este ejemplo nos puede hacer 
intuir una propiedad que demostraremos más adelante (ver teorema 4.5 en 
la página 240) Dg f = fz u1 + fy u2. Es decir, la derivada direccional se 
puede obtener como la suma de los productos de las derivadas parciales por 
las componentes del vector unitario de dirección. Esto nos permite obtener 
las derivadas direccionales de una manera mucho más fácil que aplicando 
directamente la definición. Sin embargo, esta fórmula no es válida para todo 
tipo de funciones, sino solamente para las «diferenciables», de ahí que, en 
ocasiones, tengamos que acudir al incómodo límite de la definición. 


Ejemplo 4.20. Comprobar que las derivadas direccionales calculadas en los 
ejemplo 4.17 y 4.18 cumplen la relación anterior. 


Solución. 


1. En el ejemplo 4.17 tenemos los siguientes datos: 


lay) =2 +30, p(12) y a=(>3) 


224 CAPÍTULO 4. DERIVACIÓN DE FUNCIONES MULTIVARIABLES 


luego: 
fy = 6xy 1 
de donde, 


Y 14 -24 -38 
Sp) = flp) u + Alp) 0 TE e 


2. En el ejemplo 4.18 tenemos los siguientes datos: 


f(x,y) = zyz, p(1,0,-1) y ú = a em 


v3 v3 
luego: 
fz = yz fz(1,0,—1) = 
Jy az fa(1,0,—1) = —1 
fz = "Y f-1,0,—1)=0 
de donde, 
o par 2 
Jet) = Lale) u + AP) u+ fp) u = 0+ +0 


Derivada direccional y continuidad. La existencia de todas las derivadas 
direccionales de una función en un punto no garantiza la continuidad de 
la función en dicho punto, ya que el cálculo de las derivadas direccionales 
equivale a acercarse al punto sólo mediante rectas. 


Ejemplo 4.21. Estudiar la continuidad y calcular todas las derivadas di- 
reccionales en el punto p(0,0) de la función f : R? —> R definida por: 


ay 
fæ y=? Ay * (x,y) Æ (0,0) 
0 si (x,y) = (0,0) 


Solución. 


1. Continuidad: La función no es continua en el punto p(0,0), ya que no 
existe el límite en dicho punto. En efecto, si nos acercamos al punto 


mediante las parábolas y = az? resulta: 
A xy A r'ar? , a a 
lím == lím aa lím 3= a 
(2,y) (0,0) 1% + Y (2,4) (0,0) TF + AX >01+au l+a 
y=azx 
0 


luego el límite no existe ya que depende del valor de a. Es decir, según 
la parábola por la que nos aproximemos al punto tendríamos un valor 
del límite u otro. 
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2. Existencia de las derivadas direccionales. A pesar de que la función 
no es continua en el punto p(0, 0), las derivadas direccionales en dicho 
punto existen en todas direcciones. En efecto, sea ú = (a,b) € R? un 
vector unitario dado, será: 


A o, 0) — lím F((0, 0) F t(a, b)) — f(O, 0) =i F (ta, tb) a F(0, 0) — 
où t>0 t t>0 t 
(ta) (to) fo si b=0 
4 2 
E lím Co t wi = ; Ba2b a? 


a T 


4.4. Diferenciabilidad 


En esta sección vamos a generalizar los conceptos de ¿incremento y dife- 
rencial, así como el concepto de diferenciabilidad a funciones de dos o 
más variables. Recuérdese que para una función de una variable, dada por 
y = f(x), se define el incremento como Ay = f(x + Ax) — f(x), y la dife- 
rencial como dy = f'(x) dx. Para funciones de dos variables, 2 = f(x, y), 
el incremento de la función se generaliza de manera natural. En efecto, lla- 
mando Ax y Ay a los incrementos de x e y respectivamente, el incremento 
de la función se define por 


Az = f(x + Az, y + Ay) — f(x, y) 


Sin embargo, la generalización del diferencial no resulta tan natural. Así, 
si z = f(x,y) y Ax y Ay son los incrementos de x y de y, entonces, las 
diferenciales de las variables independientes x e y se van a definir como 


de=Ax y dy=Ay 


mientras que la diferencial total de la variabla z se va a definir mediante la 
expresión: 
Oz Oz 


dz = 9 + Iy” 


El porqué de esta definición merece una extensa explicación. Por otro 
lado distinguiremos entre función derivable y función diferenciable. Así, di- 
remos que una función de varias variables es derivable si existen sus derivadas 
parciales (en tal caso no queda asegurada la continuidad). Y diremos que es 
diferenciable cuando además de existir las derivadas parciales, ocurre algo 
más, y ese algo más tiene que garantizar la continuidad. 
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4.4.1. Generalización del concepto de diferenciabilidad 


Al generalizar un concepto de R a R”, tratamos de conservar las propiedades importantes 
que consideremos en el caso uni-dimensional. Por ejemplo, en R la existencia de la deriva- 
da en un punto x implica la continuidad en el mismo. Sin embargo, para funciones de dos 
variable, hemos visto que la existencia de las derivadas parciales en un punto no implica 
la continuidad en ese punto, ni siquiera la existencia de todas las derivadas direccionales 
implica la continuidad. Por esta razón las derivadas parciales, al igual que las derivadas 
direccionales, son una extensión en cierto modo poco satisfactoria del concepto de deriva- 
da uni-dimensional. Por tanto, parece natural el deseo de tener una noción de derivada 
para funciones de varias variables que implique la continuidad. Introducimos ahora una 
generalización más conveniente que implica la continuidad y, al propio tiempo, nos per- 
mite extender los principales teoremas de la teoría de la derivada uni-dimensional a las 
funciones de varias variables. El concepto que mejor sirve a tal propósito es la noción de 
diferencial. 


Generalización del concepto unidimensional. Para funciones de una sola variable 
f :D C R —> R el concepto de diferenciabilidad se confunde con el concepto de derivabili- 
dad, así, una función y = f(x) es diferenciable en un punto xo € D sii posee derivada en 
ese punto. Sin embargo, para varias variables estos dos conceptos no son equivalentes. Así, 
para funciones de dos variable, hemos visto que la existencia de las derivadas parciales 
en un punto no implica la continuidad en ese punto, ni siquiera la existencia de todas 
las derivadas direccionales implica la continuidad. Esto nos obliga a buscar el verdadero 
significado del concepto de diferenciabilidad, separándolo del concepto de derivabilidad, 
de manera que represente la “suavidad” de la función y de él se deduzca la continuidad, 
como ocurre en una variable. 

Recordemos que una función de una variable f : D C R — R se dice que es diferen- 
ciable en xo € D si el siguiente límite existe y es finito: 


sn Z(2)—f(00) 


TIO T— To 


En tal caso el valor del límite se llama “derivada de f en xp” y se denota por f'(x0). 
Recordemos también que dicho límite admitía una segunda expresión que era equivalente 


a la anterior: 
zo + h) - fízo) 
lím = 
h—0 h 
Un primer intento para conseguir un concepto equivalente para funciones de varias 
variables sería copiar la definición anterior extendiéndola a la nueva situación. Esto, sin 
embargo, conduce a una expresión que carece de sentido. En efecto, para n variables 


tendríamos: 

im F- fC) 

x>xo  X—X0 
donde aparece una división por un vector Ú= X — Xo, operación que carece de sentido con 
vectores de R”, n > 1. 

Un segundo intento sería sustituir el vector del denominador por su norma o por su 
longitud orientada. Pero en este caso la expresión carece de interés, ya que dicho límite 
sólo existe en puntos muy concretos del dominio, con lo cual se trata de una propiedad 
muy restrictiva de difícil verificación, y, por lo tanto, deja de representar el concepto de 
función diferenciable. En efecto, para que exista el límite, 


an fE) -— Fo) 


X>X0 |x — xoll 


su valor ha de ser 0, ya que, por ejemplo, todas las derivadas direccionales en el punto Xo 
tienen que coincidir. 
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Esto hace que tengamos que replantearnos el concepto de función diferenciable de 
manera que la nueva visión del concepto sea extendible a n variables. 


Replanteamiento del concepto. Partamos de la interpretación geométrica del concep- 
to. Una función de una variable y = f(x) es diferenciable en un punto xo de su dominio, si 
su gráfica tiene recta tangente en dicho punto. Pero, ¿qué entendemos por recta tangente 
a una curva en uno de sus puntos?. De todas las rectas que pasan por el punto ¿cuál es 
la recta tangente?. La recta tangente es una recta que toca a la curva en un punto, pero 
que, además, la curva se aplana en las proximidades del punto de tangencia, tratando de 
confundirse, “por un instante”, con la propia recta. Este aplanamiento en los alrededores 
del punto de tangencia, este “tratar de confundirse” con la recta tangente, es lo que hace 
que la curva sea suave y que se pueda aproximar mediante la recta tangente en los alrede- 
dores del punto de tangencia, y esto es lo que realmente caracteriza el concepto de función 
diferenciable. 


Recta tangente a la gráfica 
de y = f(x) en £ = zo 


Figura 4.3: Diferencial de una función. 


La recta tangente a la gráfica de la función y = f(x) en el punto P = (zo, f(xo)) viene 
definida por la ecuación 


y = f(10) + f'(xo)(z — zo) 
Y en las proximidades del punto tenemos, 


F(z) = f(z0) + f(xo)(x — zo) +r(h) 


donde r(h) es la distancia (vertical) entre la curva y la recta tangente. Este residuo r(h) 
es lo que nos va a permitir caracterizar el concepto de diferenciabilidad. En efecto, una 
primera observación nos hace ver que el residuo r(h) tiende a cero a medida que h tiende 
a cero. Sin embargo, este hecho no es importante en la definición de diferenciabilidad, 
pues el que lím»-,0 r(h) = 0 lo único que nos dice es que la función es continua en Zo, y 
seguiría valiendo cero cualquiera que fuera la recta que pase por P, aunque no fuera la 
recta tangente, e incluso, aunque la función no tuviera tangente. Lo importante, cuando 
se estudia la diferenciabilidad de funciones, es que el residuo r(h) tiende a cero más rápido 
de lo que lo hace h. Esto significa que: 


A=0 h 
Gráficamente, este límite viene a significar el hecho de que la curva se “embarra” (“se 
confunde”) con la recta tangente en los alrededores del punto P. En otras palabras, la 


curva tiene que ser “suave”en P, para que “se pueda ver localmente como una recta” (su 
recta tangente). 


Tratemos de expresar estos conceptos de manera algebraica, desprendiéndolos de sus 


significados geométricos, con objeto de poderlos generalizar a varias variables. Una recta 
cualquiera que pase por el punto P = (xo, f (zo)) vendrá definida por la ecuación: y = 
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f(zo) + A(x — xo), o lo que es lo mismo y = f(x0) + Ah donde A es la pendiente de la 
recta y h = x — to. Si queremos que, de todas las rectas que pasan por P, nuestra recta 
sea la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P, tendrá que cumplirse: 


Fo +h) = fl) + Ah+r(h) donde Jim "20 


Por lo tanto, podemos establecer la siguiente definición de diferenciabilidad para funciones 
de una variable: 
Definición 4.4. Una función f : D € R —> R es diferenciable en xo E D si existe una 
constante A tal que 
a T(h) 
f(zo +h) = fíto) + Ah+r(h) con lím E 0 
Esta definición es equivalente a la anterior, en efecto, despejando A de la expresión 


anterior resulta: 
ds F (xo +h)—f(x0)  r(h) 
h 


de donde, al tomar límite cuando h — 0 se ve la equivalencia entre la definición de diferen- 


ciabilidad y la existencia de la derivada, resultando A = f'(xo). 
Generalización para dos variables. 


Desde un punto de vista gráfico, una función de dos variable f : D C R? => R 
es diferenciable en un punto p(zo, yo) de su dominio, si su gráfica tiene 
plano tangente en dicho punto. Pero, ¿qué entendemos por plano tangente 
a una superficie en uno de sus puntos?. De todos los planos que pasan por 
el punto, ¿cuál es el plano tangente?. El plano tangente es un plano que 
toca a la superficie en un punto, pero que, además, la superficie se aplana 
en las proximidades del punto de tangencia, tratando de confundirse, “por 
un instante”, con el propio plano. Este aplanamiento en los alrededores del 
punto de tangencia, este “tratar de confundirse” con el plano tangente, es 
lo que hace que la superficie sea suave y que se pueda aproximar mediante 
el plano tangente en los alrededores del punto de tangencia, y esto es lo que 
realmente caracteriza el concepto de función diferenciable. 

Un plano cualquiera que pase por el punto P = (xo, Yo; f (£o, Yo)) ven- 
drá definida por la ecuación: z = f(t0,yo) + A(x — zo) + B(y — yo). Si 
queremos que este plano sea tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto 
P, tendrá que cumplirse: 

r(h, k) 


h, k)) = Ah+Bk+r(h, k lí >——=0 
F (xo, yo) +( > )) Fo, yo) + + +r( ) con (h,k) (0,0) TERA 


Por lo tanto, podemos establecer la siguiente definición de diferenciabil- 
idad para funciones de dos variables: 


Definición 4.5 (Función diferenciable). Una función f : DC R? — R 
es diferenciable en el punto p(zo, yo) € D si existen dos constantes A y B 
tales que 


r(h, k) 


h,k)) = Ah + Bk h,k lí —— =0 
f((£0,y0)+( ) )) f (£0, yo) + + +r( > ) con (1.10-(0,0) MEAT 


f es diferenciable en la región D si es diferenciable en todo punto de D 
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4.4.2. Diferenciabilidad y derivadas parciales 


Proposición 4.1 (Diferenciabilidad implica existencia de las derivadas 
parciales). Si una función f : D C R? = R es diferenciable en el punto 
p E D, entonces existen sus derivadas parciales en dicho punto. 


Demostración. Supongamos que la función f : D C R? —> R es diferenciable 
en el punto p(zo, yo) € D, entonces existen las constantes A y B tales que: 


=0 


r(h, k) 
h,k)) = Ah+Bkz+r(h, k lí 
f((xo, yo) +( > )) Fzo, yo) + + +r( > ) con (h,k) (0,0) 1h, k)!| 


Ahora bien, poniendo h = (h,0) en la expresión anterior resulta: 


r(h,0)  r(h)  f(zo+h,yo) — f(xo, yo) A 
h h h 


de donde, al tomar límite cuando h —> 0 resulta 


(te E 110) — f (z0, Yo) 4) 


lím —— = lím 
h=0 h h=0 


de donde obtenemos 


am. f(zo+h,yo)— f(zo,yo) Of 
A= m 7 = Jr (£0, Yo) 


De manera análoga, poniendo h = (0, k) obtenemos: 


B= Km fzo, yo + k) - flo, y0) _ Of G 


k=0 k Oy 


Se tiene, entonces, que una condición necesaria para que una función 
f(x,y) sea diferenciable en un punto p = (Zo, Yo) es que existan sus derivadas 
parciales en ese punto. Sin embargo, esta condición no es suficiente, ya que 
la existencia de todas las derivadas parciales no garantiza la diferenciabili- 
dad. No obstante, lo interesante de esta propiedad es su negación lógica, o 
sea: Si una función no tiene todas sus derivadas parciales, entonces no es 
diferenciable. 

Como consecuencia de este resultado, podemos establecer la siguiente 


Proposición 4.2. La función f : D C R? —= R definida en un conjunto 
abierto D de R?, es diferenciable en el punto p = (z0, yo) € D, si: 


1. Eristen las derivadas parciales de f en p 


ð 19) 
A= ÎL royo), B = L (20,10) 
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2. El residuo r(h, k) definido en la expresión: 
F((xo, yo) + (h, k)) = f (zo, Yo) + Ah + Bk + r(h, k) 


tiene la propiedad 
r(h, k) 


lím =0 
(h,k)—=(0,0) || (R, k) || 


Esta definición de diferenciabilidad sí que garantiza la continuidad de la 
función en aquellos puntos en los que es diferenciable, como sucede con las 
funciones de una variable. 


Nota: Con objeto de recorda mejor la expresión, el límite que caracteriza 
la diferenciabilidad se puede expresar de la siguiente forma: 


km r(h, k) = ia F((xo, Yo) + (h, k)) — f (£0, Yo) — Ah — Bk 
(h,k)—=(0,0) ||(h, k) |] (h,k)—>(0,0) VH2 + k2 


Y llamando Af = f(xo +h, yo + k) — f(£0, Yo) y A(h, k) = Ah + Bk resulta 


r(h, k) , Af — Alh, k) 
lím — TT e lím — r = 0 4.2 
(h,k)>(0,0) || (R, E)  (h,k)=(0,0) Vh2 + k2 5 


Con lo cual la proposición 4.2 se puede enunciar de la siguiente forma: 


Corolario 4.1 (Caracterización de la diferenciabilidad). La función 
f:D C R? —>R definida en un conjunto abierto D de R?, es diferenciable 
en el punto p = (z0, y0) € D, si: 


1. Eristen las derivadas parciales de f en p 
Of Of 
A == B = == 
dx (xo, Yo), Oy (£0, Yo) 


2. El siguiente límite vale cero: 


lím ím 
(h,k)=>(0,0) ||(h, k)I]— (n,)=(0,0) Vh2+k2 
donde, Af = fízo+h,yo + k) — fízo, yo) y A(h,k) = Ah + Bk 


r(h,k) | AFM) 


Proposición 4.3 (Segunda forma de la diferenciabilidad). Una fun- 
ción f dada por z = f(x,y) es diferenciable en (x,y) si Az puede expresarse 
en la forma 


Az = felx,y)Azr + fy(x, y)Ay + E142 + e2Ay 


donde ambos £1 y €2 —>0 cuando (Az, Ay) —> (0,0). 
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4.4.3. La diferencial 


Si la función f : D C R? — R es diferenciable en el punto p = (20, Yo) € D, 
entonces a la parte lineal en h y k (A(h, k) = Ah + Bk) de la expresión del 
residuo 


J (o,o) +h k)) =F 20, o) HARE Bkjer(h,k) con, lim EA 


o o 
(h,k)= (0,0) [| (22, k)|| 


se le llama diferencial de la función f en (xo, Yo) y se denota por df (xo, Yo). 
Así, 

df (xo, yo) = Ah + Bk 
Y dado que, como se vio en la proposición 4.1, A y B representan las 
derivadas parciales de la función f en el punto (xo, Yo), resulta: 


ð o 
df (z0, Yo) = (0,10) + 75 (20, 40)k 


Y teniendo en cuenta que si f(x, y) = x, se tiene h = dz y si f(x, y) = y, se 
tiene k = dy, podemos escribir: 


o 0 
deo 40) = ¿Eos yo)de + SL Co, 90) dy 


O de manera más general: 


Definición 4.6 (La diferencial). Si la función f : D C R? — R es difer- 
enciable en el conjunto abierto D de R?, entonces, para cada x = (x,y) € D, 
se llama diferencial de la función f en x y se denota por df, a la expresión: 


df = HTdx + Hdy (4.3) 
z y 


4.4.4. Diferenciabilidad y continuidad 


Teorema 4.3 (Diferenciabilidad implica continuidad). Si la función 
f:D C R? —R definida en un conjunto abierto D de R?, es diferenciable 
en el punto p = (x0, yo) € D, entonces es continua en ese punto. 


Demostración. Si f es diferenciable en el punto p = (zo, yo) se tiene 


F((=o, yo) +(h, k)) = f (xo, yo) +AR+Bk-+r(h,k) con lím r(h, k) 


=0 
(h,k)—=(0,0) [|(h, k) || 


Tomando límite cuando (h, k) — (0,0) y teniendo en cuenta que 


lím =0 => ím  r(h,k)=0 
(h,k)—=(0,0) I[(h, k) || (h,k)—>(0,0) Und) 
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tenemos que 


Í = Í Ah+Bk h, k)) = 
noo (E0 90)-+(h, E) aeti (f(x0, Yo) + +Bk+r(h, )) f (z0, yo) 


luego la función es continua en p = (zo, yo). 


El recíproco no es cierto, ya que existen funciones continuas que no son 
diferenciables. 


Ejemplo 4.22. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen 
de la siguiente función y, en su caso, hallar su diferencial en ese punto. 
LY 


—= si (T, 0,0 
feoy=) VE Fr (z, y) # (0,0) 
0 si (2,y) =(0,0) 


Solución. 
(a) Continuidad en (0, 0): 


lím Y 


; TY 
lím —— ~ > g 
(2,y)>(0,0) /£? +y? (z4) >00) yr? +y? 


luego la función es continua en (0, 0) 


= 0- Acot = 0 = f(0, 0) 


a 
` 
— 


Diferenciabilidad en (0,0): Calculamos las derivadas parciales aplican- 


do la definición. h-0 
— 3 2 2 
Of o,o) = im FOTADO SOO) y A0 _ yg, VERE o 
Ox h=0 h h=>0 h h=>0 h 
0-k 
En: z /02 2 
Oy k>0 k k>0 k k>0 k 


luego, el candidato a diferencial es: 
A(h,k) =0h+0k=0 


Por otro lado, el incremento de la función es: 


hk 
luego, resulta el siguiente límite 


hk 
A 
= / h2 2 


= 1m 
(h,k)>(0,0) (BR, A) (n,)=(0,0) Vh2+k2 — (hk)>(0,0) Vh2+k2 
hk a hmh m 


A a i 
(h,k) (0.0) h2 + k2 ¡o h24 m2h 14m? 


Luego el límite no existe, por depender de m, y en consecuencia la 
función no es diferenciable en (0,0). Al no ser diferenciable resulta 
que df(0,0) no existe, con lo cual A(h, k) = 0h + Ok = 0 no tiene 
ninguna significación. 
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Ejemplo 4.23. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen 
de la siguiente función y, en su caso, hallar su diferencial en ese punto. 


fe 9 Em si (x,y) # (0,0) 
| 3 si (x,y) = (0,0) 


Solución. 


(a) Continuidad: Nos acercamos al origen a través de la recta y = mg 


g TY 5 LMT m 
m 


(2000) +y zme 2+ma 14m f(m) 


luego la función no es continua en (0, 0) 


(b) Diferenciabilidad: Al no ser continua la función en el punto (0,0) no 


puede ser diferenciable en dicho punto, en consecuencia resulta que 
df (0,0) no existe. 


Ejemplo 4.24. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen 
de la siguiente función y, en su caso, hallar su diferencial en ese punto. 


fa,y) = Vz? +y? 
Solución. 


(a) Continuidad: La función es continua en (0,0), en efecto 


lím yz? +42 = V0 +02 =vV0+ = 0 = f (0,0) 
(2,4) (0.0) 


(b) Diferenciabilidad: Las derivadas parciales en el origen no existen, en 


efecto 

z 2 2 2 
Lo) — tim 440 400,0) _ yg, VERO _ já E op 
Ox h=0 h h=>0 h h>0 h h>0 h 


y dicho límite no existe, puesto que 


„ |h „ |h 
lím ly y lím HER 

h>0+ h h=0- h 
Luego, la función no es diferenciable en el origen por no existir las 
derivadas parciales en dicho punto y ser la existencia de las derivadas 
parciales en un punto p una condición necesaria para la diferenciabili- 


dad de la función en dicho punto. En consecuencia resulta que df (0, 0) 
no existe. 


Ejemplo 4.25. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad de la función 
f(x,y) = xy? en el origen y hallar su diferencial en ese punto. 
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Solución. Estudiemos primero la diferenciabilidad en el origen 


2.2 felz, y) =y f,(0,0) = 0 E E E E 
PERTY i o EE aa 
luego, 
en Tk) OO a AFAR) O y ARO 
(h,kj—>(0,0) (RI  (h,k)=>(0,0) h2 + K2 (hkl) Vh E k2 
h 
2 


= lí k? — =0-Acot=0 
(h,k) (0.0) Vh2 + k? ds 


Luego la función es diferenciable en (0,0) y en consecuencia es continua en 


dicho punto. 
Al ser diferenciable resulta, df(0,0) = A(h, k) = 0h + 0k = 0 


Ejemplo 4.26. Dada la función 


r? + y? 
si £- 0 
Fx, y) = £Y y? 


r+y si x-y=0 


Calcula sus derivadas parciales en el punto (0,0). Estudia su continuidad y 
diferenciabilidad en dicho punto. 


Solución. Entendamos primero el significado de la expresión que define la 
función. Para hallar la imagen de un punto (x,y) tenemos que determinar, 
primero, si las dos componentes son distintas de cero, o si alguna de las 
componentes es cero; y según el caso se le aplica una fórmula o la otra. Es 
decir, para x Æ 0 e y 40, se tiene: 
2,,2 
11) = EE $0)=x, f01)=%, F0,0)=0. 


En consecuencia, 
Derivadas parciales en el punto (0,0). Para calcular las derivadas parciales 
de la función en el punto (0,0) utilizamos la definición de derivada parcial. 


f(0+»h,0) — f(0,0) _ 7 F(h,0) — f(0,0) — 


f.(0,0) = lím 


h=>0 h h=>0 h 
O UD A A 
h=>0 h h=0 h 


g OOE - yy E N = 
k k>0 k 
x (0+%)-(04+0) — 


4.4. DIFERENCIA BILIDAD 235 


Continuidad en (0,0). La función no es continua en el punto p(0,0), ya 
que no existe el límite en dicho punto.En efecto, si nos acercamos al punto 
mediante la recta y = x resulta: 


f(0,0)=0+0=0 


L2 +y? 92 
lím fl y)= lím = lím —- = 2 # 0 = f (0,0 
(z,y)— (0,0) (23) (2,9) 10.0) TY 20 q? 4 (0,0) 


(el límite no existe en el punto p(0, 0), ya que si nos acercamos al mismo a 
través de la recta x = 0 se obtendría 0 como límite). 
Diferenciabilidad en (0,0). Al no ser continua en el punto (0, 0), la función 
no puede ser diferenciable en dicho punto. 

En consecuencia, la función no es ni continua ni diferenciable en el punto 
(0, 0) y, sin embargo, posee derivadas parciales en dicho punto. 


4.4.5. Diferenciabilidad de funciones de n variables 


El concepto de diferenciabilidad se puede extender a funciones de cualquier número de 
variables, de manera análoga a como se ha hecho al caso de dos variable. 


Definición 4.7. Se dice que la función f :D C R” — R definida en un conjunto abierto 
D de R”, es diferenciable en el punto Xo = (t1,...,Tn) € D, si existen las derivadas 
parciales de f en Xo 


(0) ; 
Ai = ÊE o), O 


y si el residuo r(h) definido en la expresión: 


f(xo +h) = f(x0) + Y Aihi +r(h) 


i=1 
(donde h = (h1,...,hn) ER” es tal que xo +h € D) tiene la propiedad 


r(h) 

ím ——? =0 

n>o ||h|| 

Esta definición de diferenciabilidad también garantiza la continuidad de la función en 

aquellos puntos en los que es diferenciable, como sucede con las funciones de una y dos 
variable. 


Nota: Con objeto de recorda mejor la expresión, el límite que caracteriza la diferencia- 
bilidad se puede expresar de la siguiente forma: 
rh) a, Fo +h) — fo) - D, Aiha 


lím 2 = 
o ||h]| — (2,)=(0,0) VR ++ 


Y llamando Af = f (xo + h) — f(xo) y A(h) = X; Aih; resulta 


cl a 
ao Jol aeo YaF FM 


La Diferencial 


Si la función f : D C R” — R es diferenciable en el punto xo = (11,...,Tn) € D, entonces 


236 CAPÍTULO 4. DERIVACIÓN DE FUNCIONES MULTIVARIABLES 


a la parte lineal en h;, i =1,2,...,n (A(h) = A1h1 +--+ Anhn) de la expresión del 
residuo 


F(xo +h) = f(x0) + Arh1+-::+Anhn +r(h) con lím r(b) 


=0 
ho [|h]| 


se le llama diferencial de la función f en xo y se denota por df (xo). 


df (xo) = A(h) = Aıhı Psar Anhn 


Y dado que los coeficientes A; i = 1,...,n representan las derivadas parciales de la función 
f en el punto xo, resulta 


dfo) = ¿Eoo)la t ¿E boo) hn 


Y teniendo en cuenta que si f(21,..., £n) = 11, se tiene hı = dx1 y si f(21,..., Un) = Tn, 
se tiene hn = d£n, podemos escribir: 


df (xo) = o) ++ PS o) 


Y, en general, podemos enunciar la siguiente 


Definición 4.8 (La diferencial). Si la función f : D C R” — R es diferenciable en el 


conjunto abierto D, entonces para cada X = (21,...,%n) E D, se llama diferencial de la 
función f en x, y se denota por df, a la expresión 
of of 
d dzı +- dEn 
j Ox dat ES Oy id 


4.4.6. Condición suficiente para la diferenciabilidad 


Hemos visto que ni la existencia de todas las derivadas parciales, ni, si 
quiera, la de todas las derivadas direccionales es suficiente para establecer 
la existencia de la diferencial (puesto que ni una ni otra implican la con- 
tinuidad). Sin embargo, demostraremos que la existencia de las derivadas 
parciales «continuas» implica la existencia de la diferencial. 


Teorema 4.4 (Derivadas parciales continuas implican diferenciabi- 
lidad). Sea f: D C R” —> R una función definida en el conjunto abierto D 
de R”. Si las funciones (derivadas parciales) 


¿DCRP>OR, ¿=1,2---,m DCD 


son continuas en el punto Xo € D, entonces f es diferenciable en Xy 


Demostración. (Opcional, caso n = 2) Sea la función f : D C R” => R 
tal que las funciones derivadas parciales sean continuas en un punto p = 
(Zo, Yo). Sea x = (x,y) un punto próximo a p y sea q = (zo, yo + k). 
Tenemos: 


Af = f(x) - fp) = f(x) — F(q)] + [f(a) — F(p)) 
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Y 


Figura 4.4: valor medio. 


Aplicando el teorema del valor medio en cada corchete, resulta 


Af = falc1)h + fy(ca)k 


Y al ser las parciales continuas en el punto p será: 


Af = (f.(p) su E1)h an (£,(p) Ale es) k = f.(p)h T fy(c2)k + €h + ek 


Luego f es diferenciable en p 


El recíproco de este teorema no es cierto, ya que existen funciones difer- 
enciables en un punto p y sin embargo sus derivadas parciales en dicho punto 
no son continuas. Por lo tanto, si las derivadas parciales no son continuas, 
entonces no podemos asegurar nada. No obstante, este teorema permite com- 
probar la diferenciabilidad de una función de una manera fácil, y se puede 
extender a un dominio D de la siguiente forma: Si las derivadas parciales 
son continuas en un dominio D entonces la función es diferenciable en ese 
dominio. 


Ejemplo 4.27. Estudiar la diferenciabilidad de las funciones 
(a) Hay ==8 (b) gay) =e" (c) h(a,y,z) = sen(z +y? — 2?) 
Solución. 
(a) Las derivadas parciales de la función f(x,y) = xy? son: 
fla y)=y fyl2,y) = 22y 


que, al ser polinómicas, son funciones continuas en R?, luego la función 
es diferenciable en Rĉ. 


(b) Las derivadas parciales de la función g(x,y) = e? tY? son: 


q? +y? 


2, 2 
galz, y) = 2xe ley) = 2ye” +” 


que, al ser producto de polinómica con exponencial compuesta con 
polinómica, son funciones continuas en R?, luego la función es difer- 
enciable en R?. 
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(c) Las derivadas parciales de la función h(x,y,z) = sen(= + y? — 2?) 


son: 
hy[T, Y, 2) = cos(x T y? — 2°) 


hy(z, y, z) = 2y cos(x + y? — 2?) 
h¿(x, y, z) = —2z cos(x + y? — 2?) 


que, al ser producto y composición de funciones elementales, son fun- 
ciones continuas en R°, luego la función es diferenciable en R3. 


4.4.7. Caracterización de las funciones diferenciables 


Condiciones para la diferenciabilidad 


Recapitulando, podemos resumir las condiciones de diferenciabilidad de la 
siguiente forma: 


Condiciones necesarias de diferenciabilidad: 


= Si la función es diferenciable en un punto, entonces es continua en 
ese punto. 


= Si la función es diferenciable en un punto, entonces existen las 
derivadas parciales en ese punto. 


Condición suficiente de diferenciabilidad: Si las derivadas parciales 
son continuas en un punto, entonces la función es diferenciable en ese 
punto. 


Los recíprocos de los teoremas anteriores no son ciertos. Aunque lo que 
sí podemos utilizar son sus negaciones lógicas. 


Condiciones necesarias de diferenciabilidad: 


= Sila función no es continua en un punto, entonces no es diferenciable 
en ese punto. 


= Sino existen las derivadas parciales en un punto, entonces la función 
no es diferenciable en ese punto. 


Condición suficiente de diferenciabilidad: Si la función no es difer- 
enciable en un punto, entonces las derivadas parciales no son continuas en 
ese punto. 


Para recordarlas podemos realizar el siguientes esquema gráfico 


Diferenciabilidad de las funciones elementales 


Con objeto de desarrollar una intuición que permita detectar a priori la 
diferenciabilidad de las funciones de varias variables deben tenerse en cuenta 
las siguientes proposiciones 
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a Continuas ES T. 


Existen derivadas a 


Diferenciables 


Parciales 
continuas 


o e e y 


Figura 4.5: Parciales cont>-diferenciable >continua Diferenciable >existen parciales 


Diferenciables 


Proposición 4.4. Toda función polinómica 
n 
f : R? ES R, F(x, y) = yA TY 
i,j=0 
es diferenciable en todo punto (zo, yo) € R? 
Proposición 4.5. 


(a) La suma y el producto de funciones diferenciables es otra función dife- 
renciable. 


(b) El cociente de dos funciones diferenciables es otra función diferenciable 
en todos aquellos puntos que no anulen el denominador. 


Proposición 4.6. La composición de dos funciones diferenciables es otra 
función diferenciable. 


Ejemplo 4.28. Estudiar la diferenciabilidad de las funciones 


2 
ai—uy+l 2 4,2 
(a) M0) == meo (b) g(x,y) = e7 + 
1 — y? 
h = getty? 
(c) h(x, y) = x'e Pa 


Solución. 


(a) La función es diferenciable en R? — { (0, 0)} por tratarse del cociente de 
dos funciones polinómicas y el único punto que anula el denominador 


es el (0, 0). 


(b) La función es diferenciable en todo R? por tratarse de la composición 
de dos funciones diferenciables. 


(c) La función es diferenciable en todo R? por tratarse de suma de fun- 
ciones diferenciables. 
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4.4.8. Diferenciabilidad y derivadas direccionales 


El cálculo de la derivada direccional aplicando el límite (4.1) que aparece en la definición 
(pág. 220) resulta un poco engorroso. No obstante, para las funciones diferenciables existe 
la posibilidad de calcular las derivadas direccionales de una manera mucho más fácil. Como 
la suma de los productos de las derivadas parciales por las componentes del vector unitario 
de dirección. En efecto, 


Teorema 4.5 (Derivada direccional y derivadas parciales). Sea f: D CR” —> R 


una función diferenciable en el punto Xo € D, y sea u = (ur,::- ,Un) un vector unitario. 
Entonces 

Of Of 

— (xo) = —(x0)u; 

dul 0) Iz, 0) Ñ 


i= 


Demostración. Al ser f diferenciable en xo se tiene que: 


i of io Fi) 
F(xo +h) — f(xo) = 5 Jz, (xo)hi+r(h) donde la ay =0 
Limitemos el incremento de la función f sólo a la dirección marcada por el vector u. Para 
ello, escribamos el vector h como h = tu, t € R, luego será: h; = tu;, con lo cual nos 
queda 


n 


fo + tu) — fœ) = Y AL (xo)tu; + r(tu) 


i=1 id 


de donde, dividiendo po t, resulta 


f (xo +tu) — f(x0) _ < ðf 
t 1 Ox; 


(xo)ui + ru) 


Y teniendo en cuenta que ||h|| = [tul] = [t/lhul| = |t|, pues el vector u es unitario. Es 
decir, t es la longitud orientada por u del vector h, es decir, la longitud de este vector con 
signo positivo, si el vector h tiene la misma dirección que el vector u, y con signo negativo 
en caso contrario. Es decir, t = +||h||. Con lo cual decir que h —> O equivale a decir que 
t — 0. En consecuencia tomando límite en la expresión anterior cuando t —> 0, (y teniendo 
en cuenta que los primeros sumandos del 2% miembro no dependen de h ni de t) resulta 


lím F (xo + tu) — f(xo) ES of 


t—0 t 


El límite que aparece en el primer miembro es la derivada direccional de la función f en 
el punto Xo según la dirección del vector unitario u (ver (4.1)), y el límite que aparece en 
el segundo miembro es cero por ser la función diferenciable. En consecuencia resulta: 


af Of 
Ju to) = 2 > (Xoju: 
Ejemplo 4.29. Calcular, usando las derivadas parciales, la derivada direccional de la 


función f(x,y) = x? + y” en el punto p(1,1) en el sentido del vector que parte de p y 
forma un ángulo de 60” con el sentido positivo del eje OX. 


Solución. Hallamos el vector unitario de dirección, 


x 1 v3 
ú = (cos a, sena) = e g) 
Hallamos las derivadas parciales en el punto p(1, 1) 
fo=2 | fe(1,1)=2 
y=2y | fy(1,1)=2 


de donde, 


Da F(1,1) = e(l, Dun + fu(1, Duo = 2 4 pda a 
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4.4.9. La derivada según una dirección curva 


La derivada direccional también se puede aplicar para direcciones curvas. En este caso se 
entiende que el vector director es el vector tangente a la curva. 


Vector tangente a una curva plana 


Como vector tangente podemos elegir cualquiera de 
los vectores siguientes, todos ellos paralelos entre sí: 


ür = (de, dy) || (1, w) = (1,4 (2) ll (2(0), y (0) 


Figura 4.6: Vector tangente. 


Ejemplo 4.30. Calcular la derivada del campo escalar z = arctan(xy) en el punto 
p(1,1), según la dirección de la parábola y = a?, en el sentido del crecimiento de la 


abscisa. 


Solución. Hallamos el vector tangente unitario a la parábola y = 4?, en el punto p(1,1), 
con la primera componente positiva. 


ür = (1,4 (1)) =(1,20) => r(1,1) = (1,2) 


1 2 
vr(1,1)) = VI +4 = v5 ŭr(1,1) = (—=, <= 
(Br (1, 1) r(1,1) Z z) 
Hallamos las derivadas parciales de la función en el punto p 

Oz y e 1) = 1 _1 de donde, 
Ox  1+x2y2 dx” 1+1 2 
Oz z əz aa z 1 d% _11,12__3 
Oy  1+22y? oy 1) 1+1 2 dir 245 245 245 


4.5. Gradiente 


4.5.1. Definición 


Si la función es diferenciable, entonces la derivada direccional y el diferencial 
recuerdan un producto escalar 


Dif = faux + fyuo = (foh) (u1,u2) = Vf 


Este resultado nos hace tener en consideración el vector cuyas compo- 
nentes son las derivadas parciales de una función en un punto. Así, Da- 
da una función diferenciable de dos variables, se llama vector gradiente de 
dicha función en un punto p, al vector cuyas componentes son las derivadas 
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parciales de la función en dicho punto. Y se denota por cualquiera de los 
símbolos gradf(p), Vf(p) o Vf(p). 


grad/(p) = VS) = VAP) = (Jete). 2L) 


(El símbolo V se denomina «nabla»). 
De manera análoga se define el vector gradiente para tres o más variables 


Of Of Of 
SO), SL), 2E) 


T O E ( 


Formalmente la definición es la siguiente: 


Definición 4.9. Sea f: D C R” — R una función diferenciable definida en 
el conjunto abierto D de R”. Se define el (vector) gradiente de la función f 
en el punto Xo € D, como el vector de R” dado por 


0 0 19) 
a (o, SE ao), qe. txo)) 


Ejemplo 4.31. Hallar el vector gradiente de la función f(x, y) = x?y + xy? 
en el punto (—1, 2) 


Solución. Hallamos las derivadas parciales y las evaluamos en el punto 
(-1, 2) 


fy =%+30y | f,/(-1,2)=1-12=-11 
de donde, 
z 
Vf(—1,2) F (4, —11) 
. E z+Y 
Ejemplo 4.32. Hallar el vector gradiente de la función f(x,y,z) = ——É 
z 


en un punto genérico. 


Solución. Hallamos las derivadas parciales 


1 
Fu == 
i 1 1 
1 => ==Y 
h= vi= (4.4, E ) 
T+Y 
== 


Nota. Para funciones de una variable y = f(x) teníamos que: 


df = f'(x)de = f'(x) -h 
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Para funciones de varias variables tenemos que: 


Si se comparan ambas expresiones, se observa que el gradiente, V f, puede 
pensarse como la generalización del concepto de derivada para funciones de 
varias variables. Si bien, hay que advertir que mientras que la derivada de 
una función de una variable en un punto es un número, la derivada de una 
función de varias variables es un vector. 


4.5.2. Vector gradiente y derivada direccional 


A partir del vector gradiente, la derivada direccional de una función difer- 
enciable f en un punto p en la dirección del vector unitario ú , se puede 
expresar como un producto escalar 


AL (p) -Vfü 


Es decir, la derivada direccional de la función f en el punto p en la di- 
rección del vector unitario ú es el producto escalar del vector gradiente de 
f en el punto p por el vector ù. Este hecho permite obtener las siguientes 
propiedades 


Propiedades: Si la función f es diferenciable, se tiene: 


(a) Si en un punto p el gradiente es cero, entonces todas las derivadas 
direccionales en ese punto valen cero. 


Vfp)=0 => D5fí(p)=0, cualquiera que sea ù 


Es decir, si todas las derivadas parciales son nulas, entonces todas las 
derivadas direccionales también lo son. 


(b) La derivada direccional es máxima en la dirección y sentido del gra- 

diente, mínima en sentido contrario, y nula en la dirección perpen- 
dicular al gradiente, además, el valor máximo de esta derivada es el 
módulo del gradiente. 
En efecto, teniendo en cuenta que el producto escalar de dos vectores 
es el producto de los módulos de los vectores por el coseno del | ángulo 
que forman, y llamando 0 al ángulo que forman el gradiente Vf y el 
vector de dirección ŭ, resulta 


of 
di 


Ahora bien, —1 < cos9 < 1, luego el valor máximo del producto 


(p) = V$- ü = Vf! - úl] cos 0 = [Vf - 1- cos0 = [Vf [|cos 9 


— 
IV flicos 0 se obtiene cuando cos = 1 y el valor mínimo cuando 


244 CAPÍTULO 4. DERIVACIÓN DE FUNCIONES MULTIVARIABLES 


cos 0 = —1, es decir, 


— 
Cuando Vf y ú son vectores de la misma dirección y sentido, se tiene 
0 = 0, y por lo tanto cos 9 = 1, de donde, 
Of en — e — — 
aa P) = Vf ü = Vf! lul cos0 = IV Fl] - 1-1 = IV] 
—> 
Cuando Vf y ŭ son vectores de la misma dirección pero de sentidos 
opuestos, se tiene  = 7, y por lo tanto cos Y = —1, de donde, 
Of a — Sl —> —> 
ga P) = Vf ú= |V F] lull cost = |V FI: 1: (21) = -IY FI 
—> 
Y cuando Vf y ú son vectores perpendiculares, se tiene 0 = 7/2, y 
por lo tanto cos 0 = 0, de donde, 
of 
où 


Esquemáticamente: 


—> — — 
(p) =Vf-ú= |V f| äl] cosr/2= Vf] -1-0=0 


VEZ ii > Dif») = VÍ ()]| Máxima 
VEZ > Diflp)=-IVÍ()| mínima 
VÍLO => Difíp)=0 


Ejemplo 4.33. La temperatura en grados Celsius, sobre la superficie de una 
placa metálica, viene dada por T(x,y) = 20 — 4x? — y?, midiéndose x e y 
en centímetros. Desde el punto (2,3) ¿En qué dirección crece la temperatura 
más rápidamente? ¿A qué razón se produce ese crecimiento?. 


Solución: La dirección de máximo crecimiento es la dirección del gradiente, y 
la razón de ese crecimiento su módulo, en consecuencia hallamos el gradiente 
y lo evaluamos en el punto (2, 3) 


—= —> 
Vf = (Tz, Ty) = (-8x, —2y) = V£(2,3) = (—16, —6) 
luego la dirección de máximo crecimiento es la del vector 
— 
%=V/(2,3) = (-16,-6) 
y la razón de máximo crecimiento es el módulo de gradiente, luego, 


DT (2,3) = |[Vf(2,3)|| = (216,6) = V162 + 62 = V292 = 17'09° /cm. 


Hay que hacer notar que aunque el gradiente apunta en la dirección 
de máximo crecimiento de la temperatura, no por eso apunta al lugar más 
caliente de la placa. Es decir, el gradiente proporciona una solución local al 
problema. Una vez abandonada ese posición, la dirección de máximo crec- 
imiento puede cambiar, ya que la trayectoria de máximo crecimiento no tiene 
por qué ser lineal. 
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4.5.3. Gradiente y curvas de nivel 


Figura 4.7: Gradiente-curva de nivel. 


Las curvas de nivel de la su- 
perficie de ecuación z = f(x,y) 
se obtienen dándole a z un val- 
or numérico concreto. En conse- 
cuencia, caminando sobre la cur- 
va de nivel, los valores de la 
función no cambian durante el 
recorrido. Es decir, al movernos 
por la superficie siguiendo una 
curva de nivel, los valores de la 
función se mantienen constante, 
y, por lo tanto, es de esperar que 
la derivada de la función en esa 
dirección sea cero. Es decir, 


Dafo) = Vf r= 0 


Esto significa que en cada punto de una curva de nivel el vector gradiente es 
perpendicular al vector tangente a la curva de nivel y, en consecuencia, en 
cada punto de una superficie, el vector gradiente es perpendicular a la curva 


de nivel que pasa por ese punto. 


Otra manera de verlo es la siguiente: En cada punto (x,y) de la curva 
de nivel se tiene f(x,y) = k, de donde, df (x,y) = 0, y por lo tanto, en ese 
punto, f.dx + fydy = 0, de donde, expresándolo en forma vectorial resulta 


4.6. Plano tangente 


4.6.1. Vectores normales 


Vector tangente 


(a) A una curva plana. 


Como vector tangente podemos elegir cual- 


quiera de los vectores siguientes, todos ellos 
paralelos entre sí: 


aia eta) 


de? 
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(b) A una superficie. De manera análoga, a lo anterior 


y = cte. > Ùr = (dx,0,dz) || (1,0, 2z) 

ÜT = (dx, dy, dz) N 5 Oz 
x = cte. > Ùr = (0, dy, dz) || (0,1, J 

y 


Vector normal a una curva plana 


Se llama vector normal a una curva, en un punto de la misma, al vector 
perpendicular a su recta tangente en dicho punto. Análogamente, se llama 
vector normal a una superficie, en un punto de la misma, al vector perpen- 
dicular a su plano tangente en dicho punto. Es evidente que si existe un 
vector normal entonces existen infinitos, ya que si Üp es un vector normal, 
entonces también lo es Aŭp, con A € R 


(a) Curvas dadas de forma explícitas y = f(x) 

Dada una función de una variable y = f(x) y un punto (xo, Yo) de la misma, 
el vector tangente a su gráfica en dicho punto vendrá definido por (dx, dy), 
o bien, (h, f'(zo)h), o más simplificado, ùr = (i; f'(zo)), y en consecuencia, 
el vector normal a la curva en el punto (zo, yo) vendrá definido por 


öp = (-f'(x0), 1) 


f(zo +h) 


f(zo) 


Figura 4.8: Vector normal a una curva. 


Donde se ha tenido en cuenta que para calcular un vector perpendicular 
a otro conocido del plano basta con cambiar las coordenadas de orden y una 
de ellas de signo. 


(b) Curvas dadas en forma implícita F(x,y) = 0 


Dada una curva plana de ecuación y = f(x), igualando a cero (o a una 
constante) la ecuación, podemos considerar la curva y — f(x) = 0 como 
una curva de nivel de una función de dos variables F(x,y) = 0, siendo 
F(x,y) = y — f(x), con lo cual el vector gradiente de esta función será un 
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vector normal a la curva dada. 


iy = VF 


Ejemplo 4.34. Hallar el vector normal a la parábola de ecuación y = zr? 


en el punto (1,1) 
Solución. Igualando la ecuación a cero, resulta 


Y, ye 9 34=0=3 Ple) =y-0% 


de donde, 


F(x, y) =-—2x OPEN 
hausi p vra) 2x, 1) 


luego, 


ee 1 2 
di üp = VF(1,1) =(=2,1) 


Figura 4.9: y = q? 


Vector normal a una superficie 
(a) Superficies dadas de forma explícitas z = f(x, y) 


El vector normal %, a una superficie S en un punto P de la misma, será un 
vector perpendicular al plano tangente a la superficie en dicho punto. Ahora 
bien, el vector perpendicular al plano tangente en el punto P será per- 
pendicular a cualquier recta tangente a la superficie en dicho punto. Un 
vector, genérico, tangente a la superficie viene dado por las componentes 
(dx, dy, dz). En particular, los vectores tangentes a la superficie, en el punto 
P, en las direcciones de los ejes OX y OY vienen dados respectivamente 
por: 


El vector normal a la superficie ha de ser perpendicular a los dos vectores 
ÚTz y Úry, luego se puede obtener a partir del producto vectorial de los 
mismos, así 


1 J 
Up = ÚTg X ÚTy =/|1 0 fz(£0, Yo) NN (— folzo, Yo), —fy (zo, Yo), 1) 
0 1 fylzo, yo) 


nota: Para que la existencia del plano tangente en el punto P(xo, Yo, Zo) 
esté garantizada, la función ha de ser diferenciable en el punto p(zo, yo) 


(b) Superficies dadas de forma implícita F(x,y,z)=0 


Dada una superficie de ecuación z = f(x,y), igualando a cero (o a una 
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constante) la ecuación, podemos considerar la superficie z — f(x,y) = 0 
como una “superficie de nivel” de una función de tres variables F (x,y,z) = 0 
siendo F(x,y, 2) = y— f(x, y), con lo cual el vector gradiente de esta función 
será un vector normal a la superficie dada. 


Es evidente que si la función viene definida de manera explícita z = f(x, y), 
entonces ambos procedimientos coinciden. En efecto, haciendo F(x,y, z) = 
z— f(x, y), resulta 


Üp = VF = (Fr, Fy, Fe) = (— fz, — fy, 1) 
Ejemplo 4.35. Hallar un vector perpendicular al plano 3x — y + 2z = 3 
Solución. Consideramos la función: F(x,y, z) = 3x — y + 2z, de donde 
F =3, Fy=-—1 F,=2 


luego, 
üp = VF = (3, —1, 2) 


Ejemplo 4.36. Hallar un vector perpendicular a la superficie x? + yz = 5 
en el punto (1,2, 2) 


Solución. Consideramos la función: F(x,y, z) = z? + yz, de donde 
F; =2z, Fy=z F;=y —> Vf=(2z,z,y) 


luego, 
Üp = VF(1, 2, 2) = (2, 2, 2) 


4.6.2. Plano tangente 


Consideraciones geométricas 
Ecuación de un plano 
Para hallar la ecuación de una recta, de una curva, de un plano, o de cualquier lugar 
geométrico, el procedimiento habitual es el denominado del “punto genérico”, que consiste 
en suponer un punto genérico X de la figura geométrica correspondiente y relacionarlo con 
los datos que disponemos. Buscaremos una relación que vincule al punto X con los datos 
del problema y que cumplan los puntos de la figura geométrica y sólo ellos. La relación 
puede ser vectorial, trigonométrica o de cualquier tipo. 
(a) Ecuación de un plano conocido un punto del mismo y dos vectores paralelos al plano, 
pero no paralelos entre sí. Si unimos el punto P con el punto X mediante 
—> 
el vector PX, resultará que los tres vectores ü, U 
—> 
y PX son coplanarios y por lo tanto serán lineal- 
mente dependientes y, en consecuencia, el determi- 


v E e X z A 
PE ET nante de la matriz de sus componentes será cero. 
u —> — 
PX PX 
ü Linealmente dependientes => | g | = 0 
Ú Ú 
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(b) Ecuación de un plano conocido un punto del mismo y un vector normal al plano. 


ll Si unimos el punto P con el punto X mediante el 

vector PX , resultará que los vectores PX y ñ son 

P il E aX perpendiculares y por lo tanto su producto escalar 
será cero. 


— — 
nRIPX=>mRñ:PX=0 
Plano tangente 


Desde el punto de vista geométrico se llama plano tangente a una superficie 
en un punto al plano que contiene a todas las rectas tangentes a la superficie 
en dicho punto, o mejor dicho, a las rectas tangentes de todas las curvas 
trazadas sobre la superficie que pasan por el punto. Si todas las tangentes 
no están sobre el mismo plano, entonces se dice que el plano tangente no 
existe. 

Desde el punto de vista analítico para que exista el plano tangente a una 
superficie en un punto de la misma, la función que define la superficie ha de 
ser diferenciable en el punto correspondiente. 

(a) Superficies dadas de forma explícita z = f(x, y) 
El plano tangente ha de contener todas las rectas tangentes a la superficie 


en el punto correspondiente, luego, en particular, ha de contener las rectas 
tangentes en las direcciones de los ejes OX y OY, por lo tanto, los vectores 


2 of 5 of 
UTr = (a 0, Jz Eo w)) > VUTy= (o, 1, 3y ro w)) 
serán paralelos al plano buscado. 
Por tanto el plano tangente buscado contiene al punto (xo, Of (xo, yo)) y 


es paralelo a los vectores ry = (1,0, fe(£o, yo)) y Dry o , Fy(Zo, Yo)), 
por lo que su ecuación será: 


zt — T0 Y YO 220 
1 0O felzo,yo) =0 
0 1 fy(£0, Yo) 


de donde resulta z — zo — fz(zo, yo)(£ — 20) — fy(zo, yo) (y — yo) = O que se 
puede expresar de la forma: 


z — zo = falto, yo)(£ — zo) + fylzo, yo)(y — yo) 


o bien, despejando z, y poniendo zo = f (xo, yo) resulta 


z = f(20,Yo) + falto, Yo) (zx — 20) + fy(xo, yo) (Y — Yo) (4.4) 


NOTA: Si la función no es diferenciable, entonces la ecuación anterior no 
representa el plano tangente, ya que en este caso el plano tangente no exis- 
te. Es decir, si la función no es diferenciable, pero tiene derivadas parciales, 
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podemos construir la ecuación anterior, pero en este caso dicha ecuación 
no representa el plano tangente, sino simplemente un plano que pasa por el 
punto (Zo, Yo). 

Al mismo resultado llegamos sabiendo que el vector Ùp = (— fu, —fy, 1) 
es perpendicular al plano buscado. En este caso será Y, - px = 0, y en 
consecuencia obtenemos el mismo resultado. 


—fel[zo, Yo) (£ — z0) — fy (Lo, Yo) -(y=Y0)+2-20=0 


de donde, 


z — 20 = fu(20, Yo) (1 — 20) + fy(z£0, Yo) * (Y — Yo) 
que es el mismo resultado anterior. 


Ejemplo 4.37. Hallar la ecuación del plano tangente al paraboloide z = 
zx? + y? en el punto P(2, —1; 5) 


Solución. Hallamos el gradiente en el punto p(2,—1) 


E ASR p Va(2,=1) = (4-2) 


de donde: z — 5 = 4(x — 2) — 2(y +1) o bien, simplificando, 4z — 2y — z = 5 
(b) Superficies dadas de forma implícita F(z, y,z) = 0 


Supongamos que la superficie viene definida de manera implícita, mediante 
la ecuación F(x, y,z) = 0. Si la función viene definida de manera explícita 
z = f(x,y), fácilmente puede convertirse a la forma implícita. En efecto, 
dada una superficie de ecuación z = f(x,y), igualando a cero (o a una 
constante) obtenemos la ecuación, z — f(x,y) = 0, y la podemos considerar 
definida de manera implícita. Por tanto tenemos la ecuación z — f(x,y) =0 
que puede considerarse como una “superficie de nivel” de una función de tres 
variables F (x,y,z) = 0, siendo F(x,y,2) =y -— f(x, y), con lo cual en cada 
punto (x,y,z) el vector gradiente de esta función será un vector normal a la 
superficie dada. 
Ùp = VF 
En consecuencia, el plano tangente a la superficie en el punto P(xo, Yo, zo) 


será el plano que contiene a P y tiene por vector normal a VF (zo, Yo, 20). 
Para hallar su ecuación, tomamos un punto genérico X (x,y,z) del plano, y 
—o. 


tendrá que ser VF(x0,Yo, 20) 1 PX, y en consecuencia su producto escalar 
—. 


ha de ser cero VF (zo, Yo, 20): PX = 0, luego su ecuación será: 


gF 9gF 9F 
Da 0 Yo, 20): (720) + gy (o, Yo, 20): (y= yo) + =p (ro, yo, 20): (220) =0 (4.5) 
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Recta normal 


Se llama recta normal a una superficie S en un punto P(zo, Yo, zo) de la 
misma, a la recta que pasa por P y tiene por vector director al vector 
normal a la superficie en dicho punto. Es decir, la recta perpendicular al 
plano tangente a la superficie en P. Teniendo en cuenta que el vector normal 
a la superficie en el punto P(zo, Yo, 20) es VF (xo, Yo, 20), podemos concluir 
que la ecuación de la recta normal a la superficie en el punto P viene definida 
por las ecuaciones: 
T — LO T Y — Yo Z — 20 


Z2 = 4.6 
Hem)” a T Si 


Ejemplo 4.38. Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal 
al paraboloide de ecuación z? — 2x? — 2y? — 12 = 0, en el punto (1,—1, 4) 


Solución: Consideramos la función F(x,y, z) = z?—2z?—2y?—12 y hallamos 
su gradiente en el punto (1, —1, 4) 


P=- R-Li 
F,=-4y Y F (1,—1,4)=4 $) VF(1,-1,4) = (—4, 4,8) || (-1,1,2) 
F, = 2z F.(1,-1,4) =8 


Luego el plano tangente es: —1(1—1)+1(y+1)+2(2—4) = 0 y simplificando 
resulta 
—y-22+6=0 


y la recta normal 


£=1 y+1 ¿-d 
-1 1 2 
Existencia del plano tangente 


Para construir la ecuación del plano tangente a una superficie en un punto lo único que 
necesitamos son las derivadas parciales de la función en dicho punto, sin embargo, no 
siempre dicha ecuación representa al plano tangente. Para que la ecuación (4.4) represente, 
realmente, el plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto P(xo, yo, zo) es necesario 
que la función f sea diferenciable en el punto p(zo, Yo). No debe olvidarse que las derivadas 
parciales pueden existir, incluso, en puntos donde la función no es ni siquiera continua, 
y no tiene sentido hablar de plano tangente en dichos puntos. El concepto geométrico 
de tangencia es el mismo que el concepto analítico de diferenciabilidad. Así, si la función 
f : D C R? —> R es diferenciable en p(xo, yo) entonces diremos que la ecuación (4.4) define 
al plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto P(zo, Yo; f (xo, yo)). Si la función 
no es diferenciable en el punto p(zo, yo), entonces el plano tangente a la superficie en el 
punto correspondiente no existe, con lo cual el plano obtenido con la ecuación (4.4) no 
representa al plano tangente en el sentido preciso que se entiende en matemáticas. 
Formalmente podemos enunciar la siguiente 


Definición 4.10 (Plano tangente y recta normal). Si F es diferenciable en el punto 
P(x0,Yo, To) de la superficie S dada por F(x,y,z) =0 tal que VF (xo, yo, zo) 4 0. 


1. El plano que pasa por P y es normal a VF(x0,yo, zo) se conoce como el plano 
tangente a S en P. 
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2. La recta que pasa por P y que tiene la dirección de VF(xo0, Yo, zo) se conoce como 
la recta normal a S en P. 
Significado geométrico de la tangencia 


Si la función f es diferenciable en el punto p(zo, yo), será: 


f (roth, yok) = $0, 40) + $É (co, 40)h+ 2 (zo, yo)k+r(h, k) con 


con lo cual, poniendo h = x — zo, k = y — yo, la expresión anterior se convierte en: 


r(h, k) 


lím ——— =0 
(n,)=(0,0) ||(h, k)|| 


(2,4) = Feo, y0) + ¿£(eo,wo)(2 — zo) + ŽÉ (zo, yo)ly — vo) + r(e — zo, y — vo) 


donde lím r(e—w0.y-=Y0) _ 

(2,1) >(20,v0) ||(£ — zo, y — Yo)|| 
Ahora bien, teniendo en cuenta la ecuación del 
plano tangente 


z = f(xo, yo) + f2(xo, yo) u—x0)+fy (zo, yo) (y—yo) 


donde z representa la altura en el punto x = (x, y) 
hasta el plano tangente. 

Resulta que el residuo r(x — to, y — Yo) se puede 
expresar como 


r(x—=x0,y — yo) = f(x, y)— z 


Es decir, el residuo es la diferencia entre la z de la 
Figura 4.10: Plano tangente. función z = f(x,y) en el punto x = (x,y) y la z 
en el mismo punto del plano tangente a la gráfica 


, , en p = (z9, y0) , , - 
El hecho de que f sea diferenciable en p = (xo, Yo) no sólo nos dice que r es muy pequeño 


en torno al punto p, sino, además, que es mucho más pequeño que la distancia de p a x, 
es decir r << ||px || . El hecho de que el residuo r — 0 cuando x > p sólo nos dice que la 
función es continua en p. Lo que realmente da el carácter de tangencia es el hecho de que 


Tex — 0 cuando x —> p. Este hecho geométricamente viene a significar que la superficie 
px 

se aplana en los alrededores del punto p tratando de confundirse, por un instante con el 
plano tangente. 


4.6.3. Recta tangente y plano normal a una curva en el es- 
pacio 


(a) Curvas dadas en forma paramétrica 


Ejemplo 4.39. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva 
¿=P 
en el punto t= 1 


Solución. Hallamos las coordenadas del punto P y del vector tangente Ur correspondientes 
al valor del parámetro t = 1 
t=1>P(,1,1) 


x'(t) =1 a (1) =1 
y' (t) = 2t y (1)=2 >b ðr = (1,2,3) 
z' (t) = 38? z (1)=3 


de donde, 
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Las coordenadas de un punto genérico X (x,y,z) de la 
curva vendrán dadas en función del parámetro t, re- 


A a sultando X (x(t), y(t), z(t)). En consecuencia, el vec- 
fp) ei tor tangente en dicho punto genérico será 
A Br =(2(0,100,20), 
| A % de donde resultan 
el a (a) Recta tangente en el punto P(zo, Yo, zo) 
T z — zo _Y—yo 2— 20 


y '(t '(t nt 
Figura 4.11: curva en el espacio wo) alto) «Go 
(b) Plano normal en el punto P(xo, yo, zo) 


z'(to)(x—xo)+y (to) ly—yo) +2 (to)(2—z0) = 0 


(a) Recta tangente en el punto P(1, 1,1) 


1(x— 1)+2(y—1)+3(z-1)=0 


Ejemplo 4.40. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva 


r=t-2 y=34+1 z=2 


en el punto donde corta al plano yz 


Solución. En el punto donde la curva corta al plano yz será x = 0, luego t — 2 = 0, de 
donde t = 2. En consecuencia. 


x'(t) =1 x'(2)=1 
y'(t) = 6t y'(2)=12 $ r = (1, 12, 24) 
z' (t) = 6t? z'(2) = 24 


de donde, 
(a) Recta tangente en el punto P(0, 13,16) 


z y-13 z-16 
1 12 24 


(b) Plano normal en el punto P(0, 13, 16) 


2+12(y-13)+24(2-16)=0 > z+12y+24z — 540 = 0 


Curvas dadas como intersección de dos superficies 


Sean las superficies definidas por las ecuaciones F(x, y,z) = 0 y G(x, y,z) = 0. Dichas 
superficies se cortarán en la curva definida por el sistema de ecuaciones: 
T—XO — Y — yo — 2— Z0 

vi va U3 


(a) Recta tangente en el punto P(Zo, Yo, 20) 


(b) Plano normal en el punto P(xo,Yo,z0)  vilu— zo) + valy — Yo) + valz— zo) = 0 
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Figura 4.12: curva en el espacio 


Fílx,y,2)=0 } 
G(x, y,z)=0 

Los vectores gradientes VF y VG en cualquier punto 
de la curva de corte serán normales a sus respectivas 
superficies y por tanto serán normales a la curva de 
corte, en consecuencia el vector perpendicular a am- 
bos definido por su producto vectorial dy = VF x VG 
será tangente a la curva de corte, de donde, si sus com- 
ponentes son Ur = (vı, va, v3) resultan 


Ejemplo 4.41. Hallar la ecuación de la recta tangente y del plano normal a la curva 
definida por la intersección del elipsoide x?+4y?+22? = 27 y el hiperboloide 1? +y?-22? = 


11 en el punto P(3,—2, 1) 


Solución. Hallamos los vectores gradientes en el punto P(3,-—2,1) 


F, = 22 Fs =6 
F(£,y,z) = x° +4y +22 4 Fy = 8y F, =—16 $ VF(3,—2,1) = (6, —16, 4) 
F= 4z F.=4 


F, =2x F,=6 
Gíz,y 2) =£? +y? — 22 4 F,=2 F,=-4 $ VG(3,—2,1) = (6, —4, —4) 
F, = —4z F, = —4 


luego, el vector tangente será: 


i j 
vr=|6 —16 
6 —4 


y en consecuencia 


k 
4 | = (80, 48,72) = 8(10, 6, 9) 
dl 


(a) Recta tangente en el punto P(3,-—2, 1) 


0 6 9 


(b) Plano normal en el punto P(3, —2, 1) 


10(x 


3)+6(y +2)+9(z-1)=0 


4.6.4. La diferencial como aproximación del incremento 


Sea f : D C R? > R una función diferenciable en el conjunto abierto D de 
Rĉ?. Entonces, para cada x € D tendremos 


of 


of 


f(x +h) = f(x)+ hı + —ha2+r(h) donde lím na 0 


Ox 


Dx h>o a — 


Vimos en la definición (4.3) que a la parte lineal en hı y ha de esta expresión, 
A(h1,h2) = fshi + fyha, se le llama diferencial de la función f en el punto 
x = (x,y) y se denota por df (zx, y), o simplemente por df. Es decir, 


df 


o 
sl A 


Of 
OL i 


Dy 2 
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Y teniendo en cuenta que si f(x,y) = x, se tiene hı = dz y si f(x,y) = y, 
se tiene h2 = dy, podemos escribir: 


Figura 4.13: Af = df 


Con lo cual resulta 
f(x +h) = f(x) + df (x) + r(h) 


Ahora bien, dado que límp—or(h) = 0 se tiene que, para ||A|| pequeño, 
será r(h) = 0 y en consecuencia 


f(x +h) ~ f(x) + df (x) 
Si observamos la gráfica 4.13, vemos que se tiene, 
f(x+h) xz 


Es decir, la z de la función z = f(x+h) en el punto x+h = (£z +h1, y +ħ2), 
coincide, de manera aproximada, con la z, en el mismo punto, del plano 
tangente a la gráfica en un punto cercano x = (x, y) 

Lo anterior también se puede expresar de la forma 


fœ +h) — f(x) = df (x) 


Es decir, 


Af = df 


Geométricamente se pueden dar las siguientes interpretaciones: 
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(a) El valor aproximado de una función f(x), en un punto x, se puede 
obtener sustituyendo el valor de x en la ecuación del plano tangente, 
en un punto cercano Xp, próximo a x. Es decir, para hallar el valor 
aproximado de una función en un punto, calculamos la ecuación del 
plano tangente, en un punto cercano, y sustituimos las coordenadas 
del punto sobre la ecuación de dicho plano. 


(b) Al pasar del punto x al punto cercano x + h, el incremento que sufre 
la función 
Af = f(x +h) — f(x) 
coincide, de manera aproximada, con el diferencial df. Es decir, la 
diferencial de una función es una buena aproximación del incremento 


Puesto que el plano tangente, y en general cualquier plano en el espacio, se 
representa por una ecuación lineal en las variables z, y y z, llamamos a esta 
aproximación de la función mediante su plano tangente, o lo que es lo mismo 
a la aproximación del incremento por el diferencial, aproximación lineal. 


Cálculo de valores aproximados 


Los resultados anteriores nos sirven para calcular valores aproximados. En 
efecto, supongamos que queremos calcular, aunque sea de manera aproxima- 
da, el valor de una función en un punto (x,y), pero no sabemos calcular el 
valor de la función en dicho punto, f(x, y), o dicho cálculo resulta extremada- 
mente complicado; y sin embargo, supongamos que sabemos calcular el valor 
de la función y el de sus derivadas parciales en un punto cercano (Zo, Yo). 
Pues bien, podemos utilizar el valor de la función y el de su derivadas par- 
ciales en este punto (xo, Yo) para calcular el valor aproximado de la función 
en el punto desconocido (x, y). 

Para hacer cálculos aproximados de operaciones podemos utilizar cual- 
quiera de las dos opciones: 


(a) Para hallar el valor aproximado de una función en un punto, calcula- 
mos la ecuación del plano tangente, en un punto cercano, y sustituimos 
las coordenadas del punto sobre la ecuación de dicho plano. 


Fx, y) = f(xo, yo) + falto, yo) (x — Zo) + falto, Yo) Y — Yo) 
(b) Aproximar el incremento mediante la diferencial 


Fx, y) = f(zo, yo) + df (xo, yo) 


Hay que advertir que estas aproximaciones sólo serán validas para valores 
muy cercanos al punto conocido y para funciones diferenciables. 


Ejemplo 4.42. Comparar el incremento con el diferencial del área de un 
rectángulo. 
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Solución. Incrementemos los lados de un rectángulo x e y, en dx y dy, 
respectivamente. El área del rectángulo viene definida por a = zx - y, de 
donde: 

El incremento del área será: Aa = ydx + zdy + dzdy 


Y el diferencial 


dy ady dady 
AAA da 
dr > 
y ydx Dd da = ydx + xdy 
y 
j ee En consecuencia, Aa = da + dxzdy 
Figura 4.14: Aa = da Es decir Aa = da + r(h, k) 


Ejemplo 4.43. Dada la superficie de ecuación z = xe”? se pide: 


(a) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie dada en el punto 
P(2,1,2). 


(b) Usar el plano tangente para obtener una aproximación del valor de la 
función en el punto q(1'9, 1/02). 


Solución. (a) El plano tangente viene definido por la ecuación: 
z — 20 = felo, yo)(x — 20) + fylzo, yo) y — Yo) 
para lo cual 
fa =eP12 + gyery 2? ) f.(2,1)=e+2-1-=1+2=3 
fy = e? fy(2,1)=42 =4 
de donde, la ecuación del plano tangente es 
z— 2 = 3(x — 2) + 4(y — 1) 


que se simplifica en z = 3x + 4y — 8 


(b) El valor aproximado de la función se calcula sustituyendo los valores de 
x e y en la ecuación del plano tangente, así, 


z(1'9, 1,02) = 1'9e'91'02-2 2 3. 1'9 +4- 1'02 — 8 = 5'7 + 4'08 — 8 = 1'78 


(los cálculos suelen resultan más fáciles si se sustituye directamente sobre 
la ecuación del plano tangente, antes de eliminar los paréntesis, despejando 
previamente z, en efecto z = 3 + 3(-0'1) + 4(0'02) = 3 — 0'3 + 0'08 = 1'78) 


Ejemplo 4.44. Usar la diferencial, dz, para aproximar la variación que 
experimenta la función z = 4/6 — xz? — y? cuando (x,y) se desplaza desde el 
punto (1,1) al punto (1,02, 0,95). 
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Solución. Tenemos que la variación de z puede aproximarse por 


Oz Oz —x —y 
Az = dz = dx + — dy = dx + ————=— d 
dx Oy á y6- 2? — y? y6- r2- y? j 


Ahora bien, llamando (x, y) = (1,1) y (1+Az, y+Ay) = (1,02, 0,94) tenemos 
dx = Az = 0,02 y dy= ^y = —0,06 


con lo cual, resulta 


0,04 


-1 -1 
Az == (0,02) + -—=(—0,06) = = 0,02 


2 


los resultados anteriores pueden extenderse a funciones de tres o más 
variables, como se hace en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 4.45. Estimar vV 2'012 + 1'982 + 1'052 


Solución. Necesitamos una función y un punto próximo, al dado, sobre el 
que sepamos hacer los cálculos con facilidad. En este caso, la función es 


f(£,y, z) = y 1? + y? + 2? y el punto p(2, 2,1). En consecuencia, 


f(2,2,1) = V2 +2 +1! =v9=3 
Of 


a z ðf -73 
pe EPR 72 1) = B73 
E E E 
OY va+y+2 by vo 3 
of z E ET 
Oz aya 22 Oz v9 3 


de donde, sustituyendo en la ecuación del “plano” tangente (en este caso 
«hiperplano»): 


z = flo, Yo, 20) + falo, Yo, zo)(£— x0) + fy (to, Yo, 20 Y — yo) + f2 (Lo, Yo, 20) (2— 2o) 


resulta, 


2 2 1 
V 2X012 + 1/98? + 1/05? = 34 z (001) 3 0/02) 4 3(0'05) = 3'01 


Propagación de errores. 
Cuando se realizan mediciones físicas de una magnitud, se cometen lo que 
se llaman errores de medición. Si posteriormente realizamos operaciones con 
esos valores medidos, los errores de medición se propagan, a través de los 
cálculos realizados, a los nuevos resultados obtenidos. Lo que se llama error 
propagado. 

Así, si x representa el valor medido de una variable y x + Ax su valor 
exacto, entonces Az es el error de la medida. Finalmente, si el valor x medido 
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se usa para calcular otro valor f(x), la diferencia entre f(x + Az) y f(x) se 
llama el error propagado. 


errorde 
medida 
S~ 
f+ Az )-f (1) = Ay 
———__ — a Sa 
valor valor AR 
exacto medido Propagaao 


Pueden utilizarse las diferenciales para aproximar la propagación del 
error introducido por los errores de medición. 


Ejemplo 4.46. El radio r y la altura h de un cilindro circular recto se 
miden con un error posible del 4% y del 2%, respectivamente. Aproximar el 
error porcentual máximo al medir el volumen. 


Solución. El volumen del cilindro viene definido por V = 1r?h 
de donde, 


oV oV 2 
dV = an + an dh = 2rrhdr + ar?dh 
Para los errores dados, tenemos 
dot a al 
100 100 


luego el error propagado es 


9 2h 8rhr?  2r1r?h 10772h y 10V 
T" ioo 100 100 100 100 


4r 

dV = 2rrh f 
“2700 

Luego el error propagado es del 10%. 


4.7. Funciones vectoriales y matriz Jacobiana 


4.7.1. Funciones vectoriales de variable vectorial 
Definición 4.11. Se llama función vectorial de variable vectorial a las funciones del tipo: 


f: DCR” — R” 


(£1, £2, , Tn) E (Yi, Ya," ,Ym) 
Es decir, 
Yi = fi(01, za *: O) 


f(x1,t2,:** ,Un) = (Y1,Y2,*** ,Ym) donde Az folti, £2, , En) 


Ym = Fm(t1, U2,* se sin) 


Tenemos pues que una función f : D C R” — R”” es una regla que asocia a cada n-ada 
ordenada de números reales (x1, 12,-*- , £n) de D, una m-ada ordenada de números reales 
bien determinada (y1, y2,::* ,Ym) de R”. O bien, en términos vectoriales, una regla que 
asocia a cada vector x de D, un vector bien determinado y de R””. 
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En otras palabras, una función vectorial es un vector cuyas componentes son funciones 
escalares. 


f= (fifa, , fm) 
Es decir, 
f: DCR” —R” 
(201, £2, , Tn) E? (fi(x1, 22, --- ¿Tr), f2(21, 22, >> Tr), oc ¿fm(t1, 22,0. , En) 


Por ejemplo, las curvas paramétricas pueden considerarse como funciones vectoriales de 
R en R?. Así, si las ecuaciones paramétricas de una curva vienen definidas por: 


r(t) = 24 +3 ) 
y(t) =t-5 


las podemos interpretar como una función vectorial de la siguiente forma: 


R — R? S 
m (2t +3,t— 5) = (x(t), yl) 


Por ejemplo, la función vectorial f(x, y) = (x + 2, x — y, y + 4) viene definida por: 


R2-£> R? f(x, y) = (£ +2,% — y,y +4) = 


(x,y) = (x +2,£— y, y +4) = (f(x, y), fa(£, y), fal, y) 


Campos vectoriales. Se llaman campos vectoriales a las funciones vectoriales de R” en 
sí mismo. Es decir, se llama campo vectorial (en R”) a las funciones del tipo f : DER” => 
R”. Una práctica para visualizar los campos vectoriales consiste en jugar con la naturaleza 
“dual” de los elementos de R”; los elementos del dominio x € D se ven como puntos y los 
de la imagen f(x) como vectores. El vector f(x) se representa mediante una flecha que se 
puede colocar en cualquier punto del espacio, sin embargo, para tener una visualización 
del campo, la flecha se colocará de manera que su punto inicial sea el punto x. 


4.7.2. Continuidad de las funciones vectoriales 


Los conceptos de límite, continuidad y diferenciabilidad pueden extenderse a funciones 
vectoriales. Estos conceptos siempre tienen dos visiones; una general que es más bien 
teórica y consiste en la traslación de los conceptos unidimensionales a niveles vectoriales, 
y otra por componentes que es más bien práctica y que consiste en trasladar los conceptos 
a las funciones coordenadas. 


Límite de una función vectorial 


Definición 4.12. Sean f : D C R” — R” y xo € D (siendo D un abierto de R”); Se dice 
que f tiene por límite £, cuando x tiende a xo, si lím ||f(x)-— 4| =0 
X>X0 


Se escribe entonces lím f(x) = £. 


Xx—>X0Q 
Merece destacar que el límite vectorial se ha definido en términos numéricos. En efecto, 
para cada x se tiene que ||£(x) —£|| es un número, más preciso, la aplicación x — ||1£(x) —£]|| 
es una función numérica de D en R*, y es ya familiar el límite para estas funciones. 


Bola. Cabe interpretar la definición de límite por medio de la noción de bola. 


Definición 4.13. En R”, se llama bola abierta, de centro xo ER” y de radio r € R}, al 
conjunto de puntos x de R” tales que ||x — xo]| < r. 
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Se designa por B(xo,r), o simplemente por B, cuando no haya temor de confusión: 
B(xo,r) = {x € R"/ ||x — xol] < r} 


Así, por ejemplo, en la recta real R, la bola se llama entorno y está formado por los 
puntos del intervalo (xo — r, Xo + r); en el plano euclídeo R?, la bola se denomina disco y 
está formada por los puntos interiores al círculo de centro xo y radio r; en el espacio de 
tres dimensiones R? la bola B (xo, 7) está formada por los puntos interiores a la esfera de 
centro Xo y radio r. 


La noción de límite de una función puede interpretarse entonces de la siguiente manera: 


Definición 4.14. Se dice que lím f(x) = £ si, para toda bola B' de centro £ y radio 


X>X0 


c > 0, existe una bola B de centro xy y radio r, incluido en D, tal que F(B) € B'. 


Coordenadas y límite. Teniendo en cuenta que una función vectorial f : D C R” — R™ 


es un vector cuyas coordenadas son funciones escalares f = (f1, f2,-** , fm). 
Es decir, 
F(£1, 22,0 , Tn) m= (Filzi, £2, , 2n), f2(x£1, £2, Zn) oc , fm(£1, £2, , En)) 


Se tiene que: 


1. Sif, conf = (fi, f2,-*- , fm), tiene por límite £, con £ = (€1,L2,--- ,£m), entonces 
cada una de las funciones coordenadas de f tienen por límite, respectivamente, 
Li, l2, bm. 

2. Si las coordenadas de f tienen por límite, respectivamente, l1, l2,- ,ém, entonces 


f tiene por límite £ = (41, l2,- , lm). 
En consecuencia, se puede enunciar el siguiente teorema: 


Teorema 4.6. Para que f tienda a un límite £, es necesario y suficiente que las coorde- 
nadas de f tengan por límites respectivamente las coordenadas de £. 


Continuidad 


Definición 4.15. Sean f : D C R” — R” y xo € D (siendo D un abierto de R”); Se dice 
que f es continua en xo, si lím f(x) = f(xo). 
x>X0 


En otros términos, f es continua en Xo si lím ||f(x)—f(xo)|| = 0, o bien, f es continua 
X>X0 


en Xo si, para todo e > 0, existe ô > 0 tal que: 
|x- xol <8 =>  If£(x) — f(x0)l| < e. 


Sirviéndonos de la noción geométrica de bola podemos dar la siguiente definición: f 
es continua en Xo si, para toda bola B de centro f(xo) existe una bola B’ de centro en xo, 
incluida en D, tal que £(B”) € B. 

Se dice que f es continua sobre un dominio D, si f es continua en todo punto xo de D. 


Coordenadas de una función continua. El concepto de continuidad se puede establecer 


en términos de las funciones coordenadas. Así, 


Teorema 4.7. Para que f sea continua, en un dominio D, es necesario y suficiente que 
todas las coordenadas de f lo sean. 
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Composición de funciones continuas 


Aunque la composición de funciones se tratará más detalladamente en el epígrafe siguiente 
dedicado a la Regla de la cadena, la vemos aquí con objeto de demostrar que la composición 
de dos funciones continuas es a su vez otra función continua. 


Definición 4.16 (Composición de funciones). Dadas la función g : Dg C R” —= R? 
definida en el conjunto D¿ de R” y la función f : Df C R™ — R” definida en el conjunto 
Dy de R””, cuyo rango está contenido en Dg (es decir, E(Df) C Dg), entonces se puede 
formar la composición de ambas funciones gof : Df CR” — R?, definida como: 


(g0f)(u) = g(f(u)), ue Ds 


Esquemáticamente sería. 


f: D; CR” >R” Ds & D, ŠR 
g: D C R” => R? gof: Ds CR” => R” 


pico = g(f(u)) 


y mediante diagramas, teniendo en consideración los dominios, 


f g 


O 


R” R” R? 


gof 


Figura 4.15: Composición de funciones 


Igual que en una variable, en general, la composición de funciones no cumple la 
3 bj 
propiedad conmutativa, y sí la asociativa. 


Teorema 4.8 (Composición de funciones continuas). Dadas la función g : Dy € 
R” — R?” definida en el conjunto Dg de R” y la función f : Ds CR” — R” definida en 
el conjunto Ds de R™, cuyo rango está contenido en Dg (es decir, (Ds) € Dg), Si la 
función f es continua en el punto Xo y la función g es continua en el punto yo = f (xo) 
entonces la función compuesta g o f también es continua en xo. 


Demostración. Sea xy € Df e yo = f(xo) € Dg. Puesto que g es continua en yo, para 
toda bola B de centro g(yo) existe una bola B”, de centro yo, tal que g(B”) € B. 

Puesto que f es continua en xo, para toda bola B” de centro f(xo) = yo, existe una bola 
B” de centro xo tal que £(B”) € B'. 

Aplicando g a los dos miembros de esta relación; se obtiene: 


gof(B”) E g(B) EB 


y, por consiguiente, g o f es continua en el punto xo. 


4.7.3. Derivadas parciales de funciones vectoriales 


Aunque a nivel teórico las derivadas parciales de funciones vectoriales pueden definirse 
en términos vectoriales, en la práctica, se establecen en términos de las funciones com- 
ponentes. Teniendo en cuenta que una función vectorial f : D C R” — R™ es un vector 
cuyas coordenadas son funciones escalares f = (f1, fa,-** , fm). Es decir, 


£(01, 22,00 Zn) =: (Fi (21, £2, En), f2(£1, £2, En) oc , fm (£1, £2, , Tn )) 
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Se tiene que: 


ELA Lo, ** al Lo, ** Ln) O Lo, "> Ln) Sia Ofm er T2, 
Ox, > > > Ox, > , > "dx > , ) ) > ôx > > 
Of o ð o m 
AN 2n) = (S len, 22, cm) les, Jo lara 


Ejemplo 4.47. Hallar las derivadas parciales de la función 
f(x, y, z) = (ue? cos z, ze” sen z, tan z) 
Solución. Derivando componente a componente, se tiene, 


fs = (e” cos z, e” sen z, 0) 
fy = (ue? cos z, xe” sen z, 0) 
f. = (—ze” sen z, ze” cos z, 1 + tan? z) 


4.7.4. Funciones vectoriales diferenciables 


En la definición 4.4 de la página 228 se estableció, para funciones numéricas de una sola 
variable, que: Una función f : D € R — R es diferenciable en xo E€ D si existe una 
constante A tal que 


f(zo +h) = f(z0) + Ah+r(h) con lim =0 


En tal caso, a la expresión lineal A(h) = Ah se le llama diferencial de f, y se tiene: 
df (xo) = A(h) = Ah = f' (zo) de 


En la definición 4.7 de la página 235 se estableció, para funciones numéricas de n variables, 


que: Una función f : D C R” — R es diferenciable en el punto Xo = (11,*:* , £n) E D, si 
existen n constantes Ai, i= 1,2,--- ,n tales que 
y - r(h) 
F(xo +h) = f(x0) +) Aihi+r(h) con lím jhj 7? 
i=1 
En tal caso, a la expresión lineal A(h1, ++- , hn) = ;_, Ashi se le llama diferencial de f, 


y se tiene: 


df(xo) = Ah) = Y Ash; => ÒE (xo)dn: = A (x0)dx14 of (x0)dz2+---+ Of da 


T 
x£ z 7 
i=1 i=1 l Oz2 Idn 


En cada uno de los casos, la diferencial de una función en un punto aparece como 

una aplicación lineal que se aproxima a la función f en ese punto. Se trata de generalizar 
esta importante noción a las funciones de varias variables, ya tengan imágenes reales o 
vectoriales. 
La generalización se va a hacer por la vía de definir la diferencial como una aplicación 
lineal /. Recuérdese que una aplicación A(h, k) es lineal si cumple la propiedad A(ah, bk) = 
aX(h, k) +bA(h, k), siendo a y b números. Recuérdese también la relación de las aplicaciones 
lineales con las matrices. Así, se establece la siguiente definición: 


Definición 4.17 (Funciones diferenciables). Una función f : D CR” — R™ se dice 
diferenciable en el punto Xo = (21,:-* ,Tn) E D, si existen una aplicación lineal A(h) tal 
que 

r(h) 


lím =0 
n>o [[hl| 


f(xo +h) =f(x0) +A(h) +r(h) con 
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En tal caso, a la expresión lineal A(h) se le llama diferencial de f, y se designa por df (xo) 
Nota: Es evidente que esta definición generaliza las dos anteriores, ya que para f : D € 
R —> R tenemos la primera definición, y para f : DER” — R la segunda. 

Con objeto de eludir el cociente en el límite que aparece en la definición, se puede 
modificar la definición de función diferenciable en los siguientes términos. Una función 
f: DC R” — R” se dice diferenciable en el punto Xo = (11,-** ,En) E D, si existen una 
aplicación lineal A(h) tal que 


£(xo + h) = £(x0) + A(h) + [[h]|e(h) (4.7) 
lím e(h) =0 (4.8) 


Nota: Muchos autores prefieren dar la definición de función diferenciable unificando los 
dos apartados 4.7 y 4.8 en un solo límite. Así, se tiene: 


Definición 4.18. Seaf: DER” — R” y sea Xo un punto interior de D. Se dice que f es 
diferenciable en Xo si existe una aplicación lineal A: R” — R”, dependiente, en general, 
de Xo tal que 

ím f(xo + h) — f (xo) — A(h) 


e al es 


Proposición 4.7. Si la función f : D C R” — R” es diferenciable en el punto xy = 
(11,*-* , £n) € D entonces existen sus derivadas parciales en dicho punto. 


Demostración. Supongamos, para simplificar la escritura, que n = 3. Supongamos, por 
tanto, que la función f : D C R? — R” es diferenciable en el punto xo = (zo, Yo, zo) E€ D, 
entonces existen una aplicación lineal A(h) tal que, para todo h tal que xo + h € D, se 
tiene: 


£(xo +h) — f(xo) = A(h) + IIhlle(h) con lím e(h) = 0 


Designemos por {e1, e2, e3} la base canónica de R*. Elijamos en primer lugar h del modo 
siguiente: 
h = (t,0,0) = te (tER). 


Puesto que la diferencial es lineal, se tiene A(h) = A(te1) = tA(e1), en consecuencia la 
relación (4.7) se escribe: 


£ (xo + t, yo, 20) — £(xo, yo, 20) = tA(e1) + |t| |le1||e(te1) 


y, Como lím e(te1) = 0, se obtiene: 


lím (zo + £, yo, 20) — f (z0, yo, 20) 


t>0 t = A(e1). 


Resulta así que la función f admite, en (£o, yo, 20), derivada parcial respecto de x, que 
vale: 


of 
A(e1) = Jz (Z0 Yo, 20). 


Análogamente, tomando h(0, t, 0) y después h(0, 0, t) se probaría que f admite, en el punto 
(zo, Yo, zo), derivadas parciales con relación a y y z, respectivamente iguales a: 


Of Of 
A(e2) = gy (Po, Yo, 20) y A(es)= gz (70 Yo, 20). 
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La diferencial. Tomando h = (dx, dy,dz), y teniendo en cuenta que la diferencial es 
lineal, resulta: 

A(h) = A(e1)dx + Ae2)dy + Alez)dz. 
Es decir, 


df(xo) = A(h) = |—dt + dy 4 dz 


Y para el caso de n variables, resulta: 


df (xo) = A(h) = Dn dx1 4 Iag 2 ¡A dEn 


Coordenadas y diferenciabilidad de las funciones vectoriales. Los 
conceptos de continuidad y diferenciabilidad de funciones vectoriales se establecen en 


términos de las funciones componentes. Es decir, se dice que la función f = (f1, f2,-** , fm) 
es continua (respectivamente, diferenciable) en el punto xo € D, si y sólo si todas y cada 
una de las funciones componentes fi: D C R” —=R, 1¿=1,2,--- ,m, lo son. 
Ahora bien, teniendo en cuenta que las coordenadas de la función f son f = (fi, f2,--* , fm), 
será: of af of of 
1 2 m : 
= in E 
OL; (r? xi’ f Ox; ) ý e A 
de donde, 
of of 
df Sa A A 
(xo) Ir £ı + +3 3 £ 
Ofi fz ofm Ofi Of O fm 
= OE d. boo. p e’ d£n = 
laa ðr 9x1) id Cen Ola e) = 
Ofi Ofi Ofm Ofm 
d bo... q din... d bo... q den) = (d sd Om 
a i Tn ió Óx1 i Tn 2n) = (dfa, df fm) 


Luego el diferencial de una función vectorial se puede calcular por componentes: 
df (xo) = (dfi, df2,--- ,dfm) (4.9) 


Ejemplo 4.48. Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de la función f : R? —= R?, 
definida por 
f(x, y) = (£ +y, lyl) 


Solución. (a) La función es continua en todo R?, pues las funciones componentes 


fof RR, fiíle,y)=x3+Y, f(x,y) = |y] lo son. 


(b) La función no es diferenciable en el origen, pues la función f(x,y) = | y] no lo es. 


El jacobiano 


Si la función f : D C R” — R” es diferenciable en el punto xo = (1%1,-** , £n) E D 
entonces, su diferencial será: 


of Of Of 
df (xo) = A(h) = r, dzı + ör; dia +- 4 dEn 


Que se puede expresar de manera matricial, de la forma: 


ot əf or. | dz 
df (xo) ras oro | = Jf(xo)dx 
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A la matriz Jf(x0o) se le llama «matriz Jacobiana» de la función f en el punto xo. 


Ahora bien, teniendo en cuenta que la función f = (f1, f2,*** , fm), será: 
of fı ofz Ofm OS 
Ox; (e Ox; 3 Ox; ) A 1,2, Ai 
Con lo cual resulta que la matriz jacobiana es, 
0x1 x2 OLn VÍ 
ðh 0. 0 | [vr 
Jf = 0x1 Oxa OL = : 
Əfm fm OÍ V fm 
0x1 0x2 OLn 


Observaciones: 


(a) Abreviadamente, una matriz A se escribe A = [a;¿], siendo el elemento aij el ele- 
mento perteneciente a la fila ¿ y la columna j. Así, la matriz jacobiana se puede 
expresar como: 


Jeo = [Dife] = [Eco] 


(b) Los elementos de la fila ¿ de la matriz jacobiana coinciden con las componentes del 
vector gradiente V f,(x) 


(c) Para m = 1 se tiene Jf(x0) = V f (xo). 


(d) Para n = m, el determinante de la matriz Jf(xo) se llama jacobiano. Para el 
jacobiano también se utiliza la siguiente notación: 


alfi,- fa)/3(21,--- , £n) = det [D; fi(x)] = |I fŒ] 


(e) Si comparamos la expresión de la diferencial de una función de una variable, de 
una función de varias variables y de una función vectorial tenemos: 


1.- Para funciones de una variable tenemos: df = f'(x) -h 
2.- Para funciones de varias variables: df = Vf -h 
3.- Para funciones vectoriales: df = Jf - h 


donde se ha usado, respectivamente, el producto numérico, el producto escalar y el 
producto matricial. 


(f£) Si se comparan las tres expresiones, se observa que el gradiente, V f, puede pensarse 
como la generalización del concepto de derivada para funciones de varias variables, 
y la matriz jacobiana, Jf, para funciones vectoriales. Si bien, hay que advertir que 
mientras que la derivada de una función de una variable en un punto es un número, 
la derivada de una función de varias variables es un vector, y la derivada de una 
función vectorial una matriz. 


Ejemplo 4.49. Hallar el diferencial de la función vectorial f : R? — R? definida por: 
fa, y) = (2? + 3y*, 52° + 24") 


Solución. El Jacobiano de la función viene definido por: 


oh dh 
Jf= ðx  0y | _ (2% 6y 
| Of2 Of2| l5a? 124? 


Ox Oy 
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de donde, 


_[(2x 6y day 2 5 
df = ( 2 w] es = (2xdx + 6ydx, 152" dx + 12y” dy) 


Al mismo resultado hubiéramos llegado operando por componentes, en efecto, 


df = (df1, df2) = (2xdx + 6ydz, 151” dx + 12y dy) 


4.8. Regla de la cadena 


4.8.1. Funciones compuestas, inversas e implícitas de una variable 


Composición de funciones. Componer dos funciones consiste en aplicar la segunda 
función al resultado de la primera. Analíticamente también significa sustituir una función 
en la otra. Es decir, si tenemos la función y = f(x) que establece la dependencia entre y y 
x, y la función x = g(t), que establece la dependencia entre x y t, podemos sustituir esta 
última en la primera y obtener y = f(g(t)). A la función así obtenida (que envía t a y) 
se le llama composición de f con g y se denota por f o g. Obsérvese que el orden en que 
se escribe la composición f o g es el inverso al orden en que actúan las funciones (primero 
g, después f). Conviene tener siempre presente esta doble visualización de la composición 
de funciones: Como aplicación sucesiva de dos funciones, y como sustitución de la variable 
por una función de otra variable. En esquema sería lo siguiente: 

(a) Como aplicación sucesiva de funciones: 


fog 


Figura 4.16: Composición de funciones 
(b) Como sustitución de la variable: 


e o } y = f (90) 


Es evidente que para poder componer dos funciones el rango de la primera tiene que estar 
contenido en el dominio de la segunda g(D4) C Df, en caso contrario, después de aplicar 
g no podríamos aplicar f. Hay que advertir que, en general, la composición de funciones 
no es conmutativa, es decir, en la generalidad de los casos será f og # go f, incluso, puede 
suceder que esté definida la composición en un orden y no en el otro. Sin embargo, sí se 
cumple la propiedad asociativa fo (g o h) = (f o g) o h. Desde el punto de vista formal la 
composición puede enunciarse de la siguiente forma: Dadas las funciones g : I CR —R, 
f:JCR>=R (tales que g(I) C J), se llama composición de f con g y se denota 
fog:ICR=R, ala función (fo g)(x) = f(g(x)). 


g:I CRTR ISILR B 
f:JICR>R } fog:ICR>R ent = so) 
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Regla de la cadena. La regla de la cadena nos dice que “la composición de dos funciones 
diferenciables es diferenciable y su derivada es el producto de las derivadas de cada una de 
las funciones que se están componiendo”. Es decir, la derivada de la composición de dos 
funciones es el producto de las derivadas de dichas funciones, cada una de ellas aplicada 
en el punto correspondiente. Formalmente la regla de la cadena se puede enunciar de la 
siguiente forma: Si g es diferenciable en un punto xy € I y f es diferenciable en g(xo) € J, 
entonces la composición f o g es diferenciable en to, y su derivada es 


(f o g) (x) = F (g(£))g' (2) 
que se puede expresar con la notación de Leibnitz, haciendo u = g(x) e y = f(u) 


dy _ dy du 


dx dudz 


Función inversa. La función recíproca o inversa asigna a las imágenes los correspondien- 
tes originales (consiste en invertir las flechas). Sin embargo, la recíproca de una función no 
siempre es otra función, basta que dos elementos distintos tengan la misma imagen para 
que la recíproca no sea función, ya que asignaría a un elemento dos imágenes distintas, lo 
que no está permitido para las funciones, aunque sí para las correspondencias en general. 
Por lo tanto, para que la recíproca de una función sea otra función, dicha función ha de 
ser inyectiva. 

I =J y=fle) => s=f (y) 

fl 

Desde el punto de vista analítico para obtener la inversa bastará con despejar la variable 
independiente y expresarla en función de la variable dependiente. 
Formalmente podemos decir que si la función f : I C R —= R es inyectiva, con rango 
J CR, entonces existe la función f7*: J C R =R, llamada “inversa” de f, tal que 


Pf) =r, zel y HUM =ww yel 


Derivada de la función inversa La derivada de la función inversa es la inversa de la 
derivada de la función. Formalmente se puede enunciar diciendo que si la función f es 
diferenciable y tal que f'(x0) 4 0, zo E I, entonces existe la función inversa f7*, al menos 
en un entorno de f(x0), dicha función también es diferenciable, y su derivada es: 


1 
UA = 
o con la notación de Leibnitz 
dy ol f no 
de de o bien, Ya = ay 
dy 


Funciones implícitas Si consideramos una expresión del tipo F(x, y) = 0 nos pregunta- 
mos ¿en que condiciones es posible despejar y en términos de x y establecer una función 
del tipo y = f(x)?. Evidentemente no siempre es posible obtener dicha función. Por ejem- 
plo de z? + y? = 1 no se obtiene una función y = f(x). Cuando de F(x,y) = 0 se puede 
despejar la variable y, y escribir y = f(x), se dice que esta última función está dada 
implícitamente en F(x, y) = 0. 


4.8.2. Composición de funciones vectoriales 


Para funciones de varias variables la situación es, en principio, algo más complicada. 
Téngase en cuenta que dos campos escalares f, g: D CR” — R no se pueden componer, 
pues la operación de composición entre funciones solamente se puede realizar cuando 
el rango de una de ellas está contenido en el dominio de la otra, y los campos escalares 
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tienen rango en R y dominio en R”. Por lo tanto, los campos escalares solamente se podrán 
componer con funciones de una sola variable, por la derecha; o con funciones vectoriales, 
por la izquierda. Es decir, 


R RSR  RTERÍLR 


Pensando en la sustitución de las variables, para componer la función z = f(x,y) ten- 
dremos que sustituir las dos variables x e y, respectivamente, por dos funciones gı y g2 
que las conecten con otras variables, donde gı y g2 pueden ser funciones de una o varias 
variables (ambas de las mismas). Así, si consideramos las funciones 


z= gi(u,v), y= g2(u,v) 


podemos sustituir en la función z = f(x,y) y obtener la función compuesta: 


2= f(g(u, v), g2(u, v)) 


que en esquema sería: 


emfa SINN z= flotu o) olo) 
Ahora bien, la pareja de funciones x = gı(u,v), y = g2(u,v) puede considerarse como 
las componentes de una sola función vectorial g : D C R? — R?, de tal manera que a 
cada punto (u,v) € D la función g le asocia el punto g(u, v) € R?, cuyas coordenadas son 
(x,y) = (91(u, v), ga(u, v)). O sea, g(u, v) = (91 (u, v), ga(u, v)). Y esto permite interpretar 
la sustitución de las variables como la aplicación sucesiva de dos funciones. 
En esquema sería: 

R E RÈR 

(u,v) > (x,y) > z 
de donde, 

fo glu, v) = f(glu, v)) = f(gı(u, v), ga(u, v)) 


Ejemplo 4.50. Hallar la función compuesta de la función f(x,y) = xy? + xy con las 
funciones 
x=gi(u,v)=u+wv e y=ga2(u,v) = uv 


Solución. Si queremos interpretar la composición como la aplicación sucesiva de dos fun- 
ciones, consideramos la función vectorial 


g(u, v) = (gı (u, v), ga(u,v)) = (u + v, uv) 


luego, en esquema, resulta 


f(2, y) = xy? + xy ) R? É R RE RR 
g(u, v) = (u + v, uv) R SR (u,v) > (1,y) > z 


de donde, la composición buscada, será: 


h(u,v) = (f o g)(u, v) = f(s(u,v)) = f (g1 (u, v), ga(u,v)) = f(u + v, uv) = 


Ia en 


= (u + v)(ww)? + (u + vjuv = uv" + uv? +u H ww? 


Nótese que la función resultante de la composición es una función distinta de f, g, gı y 
g2, es decir, es una nueva función h, tal que f(x,y) = h(u, v) 4 f(u, v) 


En la práctica se pueden simplificar los cálculos, sustituyendo directamente: 
f(2,y) = flu +v, uv) = (u + v) (uv)? + (u + vjuv = uv? +uw +uwv+uw” = h(u, v) 
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Ejemplo 4.51. Hallar la función compuesta de la función f(x, y, 2) = xy?z* — zyz con 
las funciones x = gı (t) =e', y = ga(t) = sent y z = ga(t) = t? 


Solución. Consideramos la función vectorial 


g(t) g (91 (t), ga(t), 93(t)) = (e*, sent, t°) 


luego, en esquema, resulta 


f(z, y, 2) = zy?" -syz | RR | RES RR 
g(t) = (e*, sent, t?) to (x, y, 2) > w 


de donde, la composición buscada, será: 
h(t) = (f 0 8)(0) = f(8(0) = F (91 (t), 92(t), g3(t)) = f(e", sent, t?) = 
= e sen’ t (t°)? — e sen tt? = te sen? t — t'e sent 


En la práctica se pueden simplificar los cálculos, sustituyendo directamente: 


fla,y,2) = f(e, sent, t?) = e sen? t (t°)? — el sent t? = tet sen? t — te’ sent = h(t) 


Ejemplo 4.52. Hallar la función compuesta de la función f(x,y) = xy? — xy con las 


funciones g(t) = yt 


Solución. Este caso es distinto de los dos anteriores, ya que aquí, para poder componer, 
la función f tiene que actuar primero, y después la g. En efecto, en esquema, resulta 


Ai RER RLRSR 
RSR (2,y) > t= z 


de donde, la composición buscada, será: 


h(t) = (g0 f)(z,y) = g( f(z, y) = V F(£,y) = V 2y? — zy 


Nótese que la función resultante de la composición solamente estará definida para aquellos 
puntos (x,y) en los cuales se cumpla que xy? — xy > 0, es decir, 


Dr = [(2,y) €R?/ xy? — xy > 0) 


En la práctica, también se pueden simplificar los cálculos sustituyendo directamente, pero 
en este caso, sustituimos en la función g: 


g(t) =9(f(x,y)) = Vf(2,y) = Vay?— zy = h(x, y) 


Caso general. En general, para componer la función z = f (£1, £2,- , £n) tendremos que 
sustituir las n variables 11,12,--: , £n, respectivamente, por las funciones g1, 92,*** Jn que 
las conecten con otras variables u¡,u2z,-*+ ,Um, donde 91, 92,*** Jgn pueden ser funciones 
de una o varias variables (todas de las mismas). Así, si consideramos las n funciones 


Tı = gı (u1, uz, PN , Umm) 
T2 = g2(u1, uz, TES , Um) 
Tn = gnl(ur, ua)“: , Um) 
podemos sustituirlas en la función z = f(x%1,12,*** , £n) y obtener la función compuesta: 


== F(gi(ur,ua,--- , Um), 92(U1, ua, ++: Um) 00 , gn (u1, U2, ,Um)) 
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Ahora bien, las n funciones 
Tı = gı (u1, U2, , Um), T2 = g2(u1, U2, +: , Um), >) Tn = gnlu1, ua, ** ` , Um) 


pueden considerarse como las componentes de una sola función vectorial g : D C R” — 


R”, de tal manera que a cada punto (u1,u2,-:: ,Um) € D C R” la función g le asocia el 
punto g(u1,u2,:** , Um) =(21,T2,*** , £n) ER”, cuyas coordenadas son 

(21,22, En) = (g1(ur, uz,*-* , Um), 92(U1, 2, ** Um), > > galu, ua, ** ,Um)) 
O sea, 

g(ur,uz,-*- Um) = (g1(ur, uz, , Um), g2(U1, U2, Um), >=" , ga (U1, uo, *** ,Um)) 


que en esquema sería: 


R» -£, RP — R 
(u1, U2, Um) > (£1, £2, ,En) > 2 


De esta manera se ve el proceso de composición de funciones de varias variables como un 
proceso entre dos funciones, que se puede enunciar formalmente de la siguiente forma: 


Definición 4.19 (Composición de funciones). Dadas la función f : Dy CR” — R 
definida en el conjunto Ds de R” y la función g : Dg CIR” — R” definida en el conjunto 
D; de R”, cuyo rango está contenido en Df (es decir, g(D¿) € Dy), entonces se puede 
formar la composición de ambas funciones f o g : Da C R™ — R, definida como: 


(f° g)(u) = f(g(u)), uEeD, 


Esquemáticamente sería. 


: Da CR” > R” £ D $ 
a a ER } dooa = se) 


y mediante diagramas, 


g Í 


fog 
Figura 4.17: Composición de funciones 


O bien, teniendo en consideración los dominios, Igual que en una variable, en general, la 
composición de funciones no cumple la propiedad conmutativa, y sí la asociativa. 


4.8.3. Regla de la cadena. Perspectiva teórica: Diferencial 


Teorema 4.9 (Regla de la cadena). Sea g : Dg C R” — R” una función definida 
en el conjunto abierto Dg de R”, diferenciable en xy € D¿. Sea f : Df C R” — R? una 
función definida en el conjunto abierto Ds de R”, tal que g(D¿) C Ds, diferenciable en 
yo = g(xo) € Df. Entonces la composición f o g : Dg CR” — R? es diferenciable en Xo 
y además, en dicho punto, 


d(f o g) = df o dg 
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R” R” 


fog 
Figura 4.18: Composición de funciones 


Demostración. Esquemáticamente, la situación de partida es, 


R” Ep" RP 


Xo t yo H> Zo 


(Si p = 1, la función f sería numérica, que es el objeto de estudio de este curso, sin 
embargo estudiamos el caso general ya que el valor de p no afecta a la demostración del 
teorema). 

Por ser g diferenciable en xo, se tiene: 


8 (xo + h) — g(xo) = dg(h) + Ihller(h) con Jím ex(h) = 0 (4.10) 


Consideremos ahora la imagen de xy por g: yo = g(xo) € g(D,¿) C R”. Puesto que f es 
diferenciable en yo, se tiene: 


f(yo + k) — £(yo) = df (k) + |[klle2(k) con 1m e-(h) =0 (4.11) 
Elijamos 
k = g(xo + h) — g(xo) (4.12) 


entonces k es una función de h que tiende a O cuando h tiende hacia O. Despejando 
g(xo + h) en (4.12), se tiene: g(xo + h) = g(x0) + k = yo + k, y sustituyendo en (4.11), 


yo +k =g(xo+h)  yo=8(x0) k= g(xo +h) - g(xo) 
resulta: 
f(g(xo + h)) — £(g(x0)) = df (g(xo + h) — g(x0)) + ||kļ|e2(k) 


ahora bien, teniendo en cuenta que por (4.10) es g(xo + h) — g(xo) = dg(h) + ||h||e1 (h), 
resulta 


f(g(xo + h)) — f(g(xo)) = df (dg(h) + [[hl]e (h)) + Ilkl]e2(k) 


y al ser df una aplicación lineal, será df (dg(h) + ||h]||eı(h)) = df (dg(h)) + ||h||df (e (hb)), 
con lo que resulta: 


f(g(xo + h)) — f(g(xo)) = df (dg(h)) + ||h]ldf (e, (h)) + |Ik|le2(k) (4.13) 
de donde, para ||h|| 4 0, se tiene 


f o g(xo + h) — f o g(xo) = df o dg(h) + |h] (d£(c1 (h)) + Klan) 


luego (4.13) se puede expresar de la forma: 


fo g(xo + h) — f o g(xo) = df o dg(h) + ||h||e(h) (4.14) 
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donde Ikl 
df (e (h)) + —-e2(k sih#0 
em) = q 10) + peo 
0 sih=0 
(el valor e(0) = 0, se deduce al sustituir h por O en (4.13)). 
Nos queda por demostrar que e(h) tiende hacia O cuando h tiende hacia O. Es decir, 
tenemos que demostrar que el siguiente límite es nulo: 


, e IES] E ES] 
lím e(h) = lím (arte) + mje = lím df («1 (h)) + lím mje 


Primer sumando; puesto que df es lineal, es continua, y se puede decir que: 
im a(h)=0 => lím df (e (h)) =0 


Segundo sumando; puesto que dg es continua, existe una constante a > O tal que, para 
todo h € R”, se verifica que ||dg(h)|| < a|[h]|. Por consiguiente, según (4.12) y (4.10), se 
tiene: 


Ik|| = [[8(x0 + h) — g(xo)|| = I (agh) + lbie: ))I < |ldg(b)|| + |[h||lle1(b)|| 


con lo cual, 
[[k]| < allhl| + Ihllle (a) || = (a + lle: b)l) ln) 


y, por tanto: 


, _ LES z 


Y, en consecuencia, se concluye que lím e(h) = 0. 
h—>0 


La relación (4.14) prueba, entonces que f o g es diferenciable en xo, y también que su 
diferencial en ese punto es la compuesta dg o df de las diferenciales de g y f.Con lo cual 
el teorema 4.9 queda demostrado. E 


4.8.4. Regla de la cadena. Perspectiva práctica: Parciales 


En la Regla de la Cadena hay que diferenciar el aspecto teórico del aspecto 
práctico. El aspecto teórico presenta una gran elegancia y simplicidad, sin 
embargo no nos deja ver la riqueza de sus múltiples aplicaciones prácticas. 
Así, el teorema 4.9 puede enunciarse en términos de derivadas parciales de 
la siguiente forma: 


Teorema 4.10 (Regla de la cadena). Sea g : Dg C R” — R” una 
función definida en el conjunto abierto Dg de R™, diferenciable en xy € Dg. 
Sea f : Df C R” — R una función definida en el conjunto abierto Df de 
R”, tal que g(D,) C Dp, diferenciable en yo = g(xo) € Df. Entonces la 
composición fog : Dg C R™ — R es diferenciable en xy y además, en dicho 
punto, sus derivadas parciales son: 


AI o g)(xo) = D yy 8%) Da, (xo). j=1,2,.....m (4.15) 
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La fórmula (4.15) se comprende mejor si la desarrollamos en sus componente. 
En efecto, si la función g depende de m variables, 21,--* , £m, (Y1,*** Yn) = 
g(11,-** , Tm), tendríamos la situación siguiente: 


RE, rr LR 
(21,..- Tm) > (y1: Un) > 2 


donde g es una función de n funciones coordenadas, cada una de ellas de- 
pendiendo de las m variable 11,--- ,£&m. Al hacer la composición con f, se 
obtiene la función fog que depende, también, de las m variables 11,--- , £m- 
Para estas funciones, las derivadas parciales de las fórmulas (4.15) se puede 
expresar de la forma: 


Oz Of 0g1 NS Of 09n 
Ox y 0x1 Yn OXI 


(4.16) 
ðz of 091 SE 09, 
Om 041 0%m IYn OL m 


Es decir, de manera esquemática, pensando en términos de sustitución de 
las variables, y usando la misma letras para denotar a las funciones así como 
a sus imágenes, tenemos: 


0% _0f0 Y ,  , Əf OY 
yı = y (z1, Bm) 0x1 o 0y1 0x1 i i Yn 0x1 
2=f(Y1,*** Yn) : => : 
Yn = Yn[T1)*** ,Tm) Pa U deceo DIC 
Om yı Lm OYn OL m 
Y forzando un poco más la notación, resulta, 
DE a E O pup h 
yı = y (£1, Em) 0x1 E yı 0x1 0Yn 0x1 
z = z(y Un) : > : 
Yn = Yn[L1,-** Em) ðz _0z ðyı ,  , z On 
Olm  0Y1 Lm i OYn OL m 
Luego, según la regla de la cadena se tiene: 
Oz ".Oz Oy; 
NN Sl 4.17 
05; i ðyi DL; y i a ( ) 


Es evidente la ventajosa simplicidad de la fórmula de las derivadas parciales 
de la función compuesta con esta presentación. Sin embargo, debemos hacer 
notar que: 1° no se hacen explícitos los puntos donde están calculadas las 
derivadas, y 2° se usan letras iguales para denotar cosas distintas, a saber: 
las funciones y sus imágenes. 
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Aquí se ha seguido el orden alfabético de las variables  —= y —> z. 
Sin embargo, en la práctica, cuando el número de variables es reducido, no 
se suele seguir este orden, ya que se acostumbra a utilizar letras distintas 
sin subíndices. Para varias variables, más acorde con la notación práctica 
hubiera sido seguir con el orden t > x —> z, con lo que hubiera resultado: 


Oz _ of 0x1 | Of Irta 
21 = Tihti, ,tm) Ot 0x1 0t1 —  ' 0tn Ôtı 
z = f(%1,*** ,Ln) ; > 
Ln = Tn (t1, tm) 02 _ of öx Ba Of 0Ln 
Otm Ox tm On Otm 


Veamos la materialización de esta fórmula a los distintos casos concretos. 


Regla de la cadena con una variable independiente 


Si la función g depende de una sola variable, tendríamos la situación sigu- 
iente: 
RÆ R” -R 
to (11, n) > Z 

donde g es una función de n funciones coordenadas, cada una de ellas de- 
pendiendo de una sola variable t. Al hacer la composición con f, se obtiene 
la función f o g que depende, también, sólo de t. Para estas funciones, las 
derivadas parciales de las fórmulas (4.15) del teorema anterior son derivadas 
totales, quedando como: 


d — / a Z Of dgi 
LOA EONO (as 
donde g;, i = 1,2,--- ,n, son las funciones coordenadas de g. 
Que se puede expresar, de manera esquemática, de la forma: 
dz Of dei | Of din 
dt 0x1 dt - Ot, dt 


Es decir, de manera esquemática, pensando en términos de sustitución de 
las variables, tenemos: 


dz Of dzı a Of dEn 
dt 0x1 dt ` xn dt 


La suma que aparece en la igualdad (4.18) también puede expresarse 
como un producto ¿interior de dos vectores, de la siguiente forma: 
A A ECO 
” dx, /dt 
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donde, g'(t) representa el vector (g1 (t),..., g/,(t)). De esta manera, la ex- 
tensión de la regla de la cadena tiene un parecido más íntimo con el caso 
unidimensional, salvo que ahora el gradiente V f desempeña el papel de la 
derivada f’. 

Planteamiento práctico. Con objeto de recordar con facilidad las fórmu- 
las correspondientes a la regla de la cadena planteamos un segundo razon- 
amiento (más práctico) centrado en dos variables. 

Supongamos una función de dos variables z = f(x, y), y supongamos que 
cada una de las variables x e y depende de una tercera variable t, mediante 
las funciones x = x(t), y = y(t). Podemos sustituir los valores de x e y en 
la función z = f(x, y), con lo cual z pasaría a depender directamente de t y 
podríamos calcular la derivada de z respecto de t. 


l> e= (20.000) 10 > 1060 


Esto que puede hacerse por sustitución de las variables (sustituyendo primero 
y derivando después), también puede hacerse por la regla de la cadena. Para 
obtener la fórmula correspondiente, partimos de dz, y a partir de ahí obten- 
emos dz/dt, por simple división. En efecto, 

A dy dz Ofdx  Əf dy 


Seli + <= > 


de Ox Te dt du dt ` Əy dt 


Otra manera de obtener la fórmula es mediante un diagrama en árbol, 
donde la derivada de la función z respecto de la variable t se obtiene “suman- 
do”todos los caminos que van de ta z. 


de 
A E 4 dz _ zdz _ Ozdy 
dt 


ðy 


Esta regla puede enunciarse de una manera más formal mediante el sigu- 
iente 


Teorema 4.11 (Regla de la cadena con una variable independiente). 
Sea z = f(x,y), donde f es una función diferenciable de x e y. Six = g(t) e 
y = h(t), siendo g y h funciones derivables de t, entonces z es una función 
derivable de t, y su derivada es 


dz  0zdw  0zdy 
dt Ox dt - Oy dt 
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Demostración. Puesto que g y h son funciones derivables respecto de t, 
resulta que ambos Ax y Ay tienden a cero cuando At tiende a cero. Además, 
al ser f una función diferenciable de x y de y, se tiene que 
o o 
Az = Ap | “Ay Fe Ax + e2Ay 

dy 
donde £1 y £2 > 0 cuando (Az, Ay) > (0,0). Luego para At # 0, se tiene 

Az 0zAx  0zAy Az Ay 

At 0x At ' 0yAt' 


de donde se deduce que 

dz Az  0zdx  0Ozdy dx dy Oz dx zdy 

2 =k = HO 0 = 

d ax al 0d (5) + (2) Jade Oydt 
Ejemplo 4.53. Dada la función z = z?y — y?, donde z = sent, y = el. 
Hallar dz/dt cuando t = 0, 


(a) Por sustitución previa 


(b) Mediante la Regla de la Cadena. 


Solución. (a) Mediante la sustitución previa es un proceso elemental, basta 
con sustituir x e y por sus valores y derivar una vez hecha la sustitución. 


xz = sent 
| t parese e 


y=e 
de donde, 
E = el sen? t + 2e sen t cos t — 2e” 

y, en consecuencia, resulta 

dz 

P| =r0+2 10-1-2152 
(b) Aplicando la Regla de la Cadena, resulta 

postean 


Que podemos expresarlo en términos de t, o dejarlo como está. En conse- 
cuencia, dado que 


resulta: 


Ejemplo 4.54. La altura de un cono recto circular mide 15 cm. y aumenta 
a razón de 0'2 cm. cada minuto. El radio de la base mide 10 cm. y au- 
menta a razón de 0'3 cm. cada minuto. Hallar la variación de volumen que 
experimenta en la unidad de tiempo. 
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1 
Solución. El volumen del cono viene definido por: V = z77°h, de donde, 


dV Vdr  9Vdh_2_ dr 1 dh 
d rd hd 3 dt 3 dt 


y, teniendo en cuenta que, 


Figura 4.19: cono. h=15 : h'(t) = 0'2 
para l r=10 f tiene r'(t) = 0'3 
resulta, 
2 1 —11 
ad O e i 
dt | i5 3 3 3 
r=10 


Regla de la cadena para dos variables independientes 


Si la función g depende de dos variables, tı y to, (11,-:* ,£n) = g(ti, t2), 
tendríamos la situación siguiente: 


R? -E> Re- R 
(ti t2) > (T1, Tn) > 2 


donde g es una función de n funciones coordenadas, cada una de ellas depen- 
diendo de las dos variable tı y t2. Al hacer la composición con f, se obtiene 
la función f o g que depende, también, de las variables tı y to. Para estas 
funciones, las derivadas parciales de las fórmulas (4.15) del teorema anterior 


son las siguientes: 


ð Of 09; 
gg E ° 80) 2, En (s(x0)) Ot, (xo). j=1, (4.19) 
donde g;, i = 1,2,--- ,n, son las funciones coordenadas de g. 
Que, al igual que la fórmula (4.16), se puede expresar de la forma: 
A A a Of OLn 
Ot: o 0x1 Ot: OL Ot: 
Oz Of 0x1 e Of OLn 
Oto o 0x1 Oto OXn Ota 


Es decir, de manera esquemática, pensando en términos de sustitución de 
las variables, tenemos: 


21 = 21(t1,t2) Əz _0f0m, _ Bf Izn 
z = f(21,*** ,Tn) : > ðtı 0x1 Oti £n Ot] 
1, yn ; Oz E Of ðr OF Den 


En = Enltit2)}) | i 7 der 019 Ý Den Otz 
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La regla de la cadena, en este caso, consiste en un conjunto de dos fórmulas, 
una para cada derivada parcial D¡(f og), Da(f og). Cada una de las cuales 
es una suma que también puede expresarse como un producto interior, y la 
fórmula (4.19 toma otra vez una forma parecida al caso unidimensional. 


dzı 
de eo 

Z (fog) (xo) = (2 (etxo). 7 (alxo))) E 5AE) 
qE Co) 


para j = 1, 2. 

donde D;g(xpo) representa el vector (D;g1 (Xp)... , Dign(x0)). 
Planteamiento práctico. Con objeto de recordar con facilidad las fórmu- 
las correspondientes a la regla de la cadena planteamos un segundo razona- 
miento (más práctico) centrado en dos variables. 

Supongamos una función de dos variables z = f(x, y), y supongamos que 
cada una de las variables x e y dependen de otras dos variable s y t, mediante 
las funciones x = z(s,t), y = y(s,t). Podemos sustituir los valores de x e 
y en la función z = f(x,y), con lo cual z pasaría a depender directamente 
de s y t y podríamos calcular las derivadas parciales de z respecto de s y 
respecto de t. 


Oz 
= ==w(s,t) 2= fizxis s = h(s as 
espe posa >= eld) M0 g 

ðt 


Esto que puede hacerse por sustitución de las variables (sustituyendo 
primero y derivando después), también puede hacerse por la regla de la 
cadena. Para obtener la fórmula correspondiente, partimos de dz, y a partir 
de ahí obtenemos 0z/0s y 0z/0t por simple división. En cada caso, d se 
transforma en ð, ya que al hacer la división suponemos que la “otra” variable 
permanece constante. En efecto, 


Oz  0f0r 0f0y cala 
Of Of Os 0x0s ` ðy ðs A 
EZ AGE ay Y P ) 02 _0f02 01% a 


Ot  dx0t ðyðt 


Otra manera de obtener la fórmula es mediante un diagrama en árbol, 
donde la derivada de la función z respecto de cada variable se obtiene 
“sumando”todos los caminos que van desde la variable correspondiente a 
z, suponiendo el resto de las variables fijas. 
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ðs 0 
T 

t =cte P pS > 02 2108, OrOY 
DA Os 0xO0s  0Oyó0s 

Os Oy 

ðs 0 

T z£ 
s =cte R de > e. O Or y Og 
mi a ðt ðr 0t ` Əy ðt 

t y 


Estos resultados se pueden enunciar de una manera más formal mediante 
el siguiente 


Teorema 4.12 (Regla de la cadena con dos variables independi- 
entes). Sea z = f(x,y), donde f es una función diferenciable de x y de y. 
Si x = g(s,t) e y = h(s,t) son tales que existen todas las parciales primeras 
0x/0s, Ox/0t, Oy/Os y Oy/0t, entonces Əz/ðs y 0z/0t existen y vienen 
dadas por 

Oz  0z0x 0z0y 

Os 0x0s  0y0s 


ðz 0z0r 0z0y 
Ot  0x0t  ðyðt 


Demostración. Para obtener 0z/0s mantenemos t constante, con lo cual 
se tiene que g y h son funciones derivables de la única variable s, y, en 
consecuencia, podemos aplicar el teorema 4.11 para obtener el resultado 
deseado. De la misma forma, para obtener 02/0t mantenemos s constante, 
con lo cual g y h son funciones derivables de t solamente, y en consecuencia 
también podemos aplicar el teorema 4.11 para obtener el resultado deseado. 


Ejemplo 4.55. Dada la función z = 2xy, donde x = 83 + t? e y = sjt. 


Oz  0z 
Hallar — y — 
as Ya 
(a) Por sustitución de las variables. 
(b) Por la regla de la cadena. 


Solución. (a) Mediante la sustitución previa es un proceso elemental, basta 
con sustituir x e y por sus valores y derivar una vez hecha la sustitución. 


2,72 3 
c=s +t 2. 1,238 El 
= 2x >2=2(8* +1%)-=2(— + st 
z TE s/t } z (s l (G st) 
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de donde, 
Oz 35? 6s? + 24? 
Os t ) t 
Oz =s’ —28? + 28t? 
r Ap o a 
(b) Aplicando la Regla de la Cadena, resulta 
0% SOLON O Oy: 1 2x 


= = (2y)(2 20) (2) = 4sy + E = 
Os 0xOs ðyðs Cy SEEN a 
E O ds? 25? +2? 68 +21? 
ir +t) = 7 f A = F 
Oz 0f0x 0fO0y 
Ot rət  0yÓ0t 


S 28,3. 9 


EN) + CaN) = 4y - “sr = 


4t?s — 2833 — 2st? A 2st? — 253 
2 E t2 


4.8.5. Regla de la cadena. Perspectiva general: Matriz jaco- 
biana 


La introducción del Jacobiano nos va a permitir utilizar el lenguaje algebraico de las 
matrices y las transformaciones lineales y nos va a permitir ver la regla de la cadena como 
un resultado de asombrosa sencillez y elegancia, como lo es en el caso de funciones de una 
variable. 

Recordemos, primeramente, lo que establece la regla de la cadena para funciones 
de una sola variable: la composición de dos funciones diferenciable es diferenciable y su 
derivada es el producto de las derivadas de cada una de las funciones que se están com- 
poniendo. Queremos establecer un resultado similar para funciones vectoriales de cualquier 
número de variables. 

Hasta ahora hemos definido los conceptos de “derivadas parciales”, “derivadas direc- 
cionales”, “gradiente” y “diferencial”, para funciones de varias variables, pero no hemos 
definido lo que se entiende por “derivada” de este tipo de funciones. 


Definición 4.20 (Derivada). Sea la función f : D ER” — R” definida en el conjunto 
abierto D de R” y sea xo € D. Se dice que esta función es diferenciable en Xo si existe 
una transformación lineal f' (xo) : R” — R™, llamada derivada de f en xo, tal que 


f (xo +h) =f(x0) +f'(x0)h +r(h) donde lím nh) =0, 


>o [|h]| 
(para h tal que xo +h E D) 


NOTA: Siendo r una función que toma valores en R””, la interpretación del límite anterior 
sería de que todas las funciones componentes tenderán a cero cuando, al dividirlas por 
[[h]|, h tiende a cero. 

Hemos definido la derivada de una función vectorial como una transformación lineal 
T : R” — R”. Toda transformación lineal tiene asociada una matriz de orden m x n que 
la representa. 
Matriz de una transformación lineal. La matriz asociada a la transformación lineal 
T : R” — R” se construye de la siguiente forma: Sean bı = [e1,€2,-** ,€n) y b2 = 
[61,€82,-:- , En} las bases canónicas de R” y R” respectivamente. Entonces el vector T(e;) 
se puede escribir como combinación lineal de los vectores de 82, es decir, 


T(e;) = aije + a2jē€2 pee Amjém 
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A la matriz A = (aij), i = 1,2,..., mM, j =1,2,...,n, cuya j-ésima columna está constitui- 
da por las coordenadas de la imagen del j-ésimo vector ej de la base canónica de R” 
respecto de la base canónica de R”, se le llama matriz de la transformación T respecto 
de las bases B1 y P2. Es decir, la transformación T : R” — R” queda unívocamente 
determinada cuando se da la imagen de una base de R”. Sean Pi = [e1,€2,-:: ,€nj y 
Ba = [e1,82,:: ,8n) las bases canónicas de R” y R” respectivamente. Las imágenes de 
los vectores de la base 61, por estar en R”, se pueden expresar mediante combinación 
lineal de los vectores de P2. Sean las imágenes de los vectores de la base 81 mediante la 
transformación T las siguientes: 


T(e1) = a11€1 + 42182 +::* + Amilm 
T(en) = 01n€1 + 02n€2 +*** + Amn€m 
Si x es un vector arbitrario de R”, e y su imagen en R””, será: 


X = 1101 +:::+ Inn =o y =Y1€81 +: H Ymm 
se verificará: 
Y1€1 +: +H Ymm = T(x) = T(x1e1 +e Znen) = x1T(e1) +e ZnT (en) = 


= xı (01181 EA Am18m) O y Zn(41n 81 E AmnEm) = 


(aiz ESA E din Tn )81 +or+ (AmiT1 A E Amn Tn Em 
de donde 


Yı = 01121 +` + ainn 


Ym = Am1T1 +e +H Amnn 


Son las ecuaciones de la transformación T respecto de las bases B1 y 82. Las ecuaciones 
se pueden escribir en forma matricial del siguiente modo: 


Yi a11 Ees Alin Tı 


Ym Am1 E Amn Tn 


Es decir, y = Ax, donde las columnas de la matriz A son las coordenadas de las imágenes 
de los vectores de la base canónica 81 respecto de 62. 


Matriz jacobiana. Sea f : D C R” — R” una función diferenciable en xo € D, entonces, 


según la definición 4.20, será: 


f(xo +h) = f (xo) +f'(xo0)h+r(h) donde Jm o =0 (para h tal que xo +h € D). 


Considerando el vector h = tej, e; de la base canónica de R” y t € R, con t suficientemente 
pequeño como para asegurar que Xo + h € D, resulta: 


f(xo + tes) = f(xo) + f'(xo)(te;) + r(h) 


Y teniendo en cuenta que f’ (xo) es una transformación lineal, será: f’ (xo) (tej) = tf’ (xo) (ez), 
luego, 
f(xo + tej) = f (xo) + tf’ (xo)(e;) + r(h) 


de donde, 
f(xo + tej) — f(x r(h 
f'(xo)(e;) uN ( 0 2) ( 0) 0 ) 
y teniendo en cuenta que ||h|| = +t, podemos escribir 


f'(xo)(e;) _ f(xo+ 1e) —£(x0) _ a 
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Al tomar límite cuando t — 0 (i.e. cuando ||h|| — 0) el segundo sumando del lado derecho 
tiende a cero, quedando sólo: 

f (xo + tes) — f (xo) 

t>0 t 


Al descomponer f como (f1, f2,..., fn), y tomando límites en cada una de las coordenadas, 
vemos que éstos son las derivadas parciales respecto de la variable x; de cada una de las 
componentes. es decir, 


£'(x0)(e;) = (¿E cro), 2E txo), A) Y a 


"02; Lj 
0%; 2 Da 


Entonces la j-ésima columna de la matriz que representa a la transformación lineal (deriva- 
da) f'(xo) : R” — R” está formada por las derivadas parciales de las funciones compo- 
nentes de f respecto de su j-ésima variable. Es decir, 


E a) ¿E (xo) Sh (o) 
SP Co) P (xo) o SB (o) 
te. (xo) fn xo) o. aL led) 


A esta matriz de orden m x n, en cuya i-ésima linea y j-ésima columna aparece la derivada 
parcial 2: (xo) de la i-ésima función componente de f respecto de su j-ésima variable, 
evaluada en xo, se le llama matriz jacobiana de la función f en Xo y se denota Jf(xp). Esta 
es entonces la derivada de la función diferenciable f en xo (identificando, como siempre, a 
la transformación lineal f'(xo) : R” — R™ con la matriz que la representa). 


Gradiente y matriz jacobiana. Consideremos el caso m = 1. En este caso, la función 
f: DER” — R definida en el conjunto abierto D de R” será diferenciable en xo € D si 
se da la transformación lineal f'(xp) : R” — R cuya representación matricial es la matriz 
l1xn 


E) 
tal que 
f(xo +h) = f(xo) +F'(xo)h +r(h) con lím e =0. 


Ahora bien, Si h = (h1, h2,..., hn) € R” es tal que xo + h € D, se tiene 


hi 
r 0 ə ha 
f' (x0)h = Jf(x0)h = (2L) Lix ) SL (xo) ) a 
hn 
_ a bmd SE (%0)ho + +4 ad (X0)An 


Comparando este resultado con el obtenido en la definición 4.7 (página 235), vemos 
que se trata exactamente de la misma definición, sólo que en aquélla se hablaba de la 
existencia de las derivadas parciales y ahora hablamos de la transformación lineal f'(x0) 
(la derivada de f en xo) o de un modo más preciso, de la matriz que la representa. Es 
decir, el residuo r(h) queda determinado de la misma manera en ambas definiciones y se 
le pide que cumpla la misma propiedad. 
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Puede demostrarse que la función f : D ER” — R” es diferenciable en xo € D (según 
la definición 4.20) si y sólo si sus funciones coordenadas f: : D ER” — R” lo son (con 
la definición de diferenciabilidad 4.7). Más aún, teniendo en cuenta que la derivada de la 
i-ésima función coordenada f; en xo es la matriz de orden 1 x n 


A) 


tenemos que la derivada de la función f : D E R” — R” es la matriz que en su i-ésima 
fila tiene la derivada de su i-ésima función componente. Esquemáticamente: 


Of1 Ofi Ofi 
an o) da 40) yka da o) 3 o 
Of O fa Of z 1(X0 E 
O A A 
f : : is E E 
Pn xo) fn o) x pin (xo) 


Obsérvese también que la matriz 1 x n, J fi(xo), derivada de la función f: : DER” —> R, 
se identifica de manera natural con el vector gradiente de f; en £o 


Jfaxo) = grad filo) = ( SË (xo), BE (o), , O) 


Así, el gradiente de una función de n variables (definido en 4.9) es como la derivada de la 
función (en el sentido de la definición 4.20). 


Ejemplo 4.56. Derivar la función f : R? — R? dada por f(x,y) = (a? + 3y?,a* + 2y?) 
Solución. Las funciones coordenadas vienen definidas por: 


filo,y)=0 +34, folz, y) =x? +2" 


luego, 
Ofi fı 
e dx Oy _ e 6y ) 
Ofz Of 3z?  10y* 
ðr Oy 


Ejemplo 4.57. Hallar la derivada en el punto (0,0) de la función f : R? — R? definida 
por f(x,y) = (x + y,e”*Y, sen(u + y). 


Solución. Las funciones coordenadas vienen definidas por: 


fle,y)=<+Y fala y) =e, fa(e,y) = sen(z + y) 


luego, 

Of; Of; 
gr 0,0) ay O r i y 

Jf=| 22o Lool=| ev ertu sli 1 
Ox Oy 
2 0 cos(x +y) cos(x +y)/ z=0 1 1 
Bo too 
Ox Oy 


Regla de la cadena. Caso general. Esquemáticamente la situación sería: 
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Figura 4.20: Composición de funciones 


Supongamos que la función g : R™ — R” es diferenciable en xo y la función f : R” — 
R” es diferenciable en g(xo). Lo que dice la regla de la cadena es que la función compuesta 
fog:R” — R’ será diferenciable en xo y que 


(£ o 8) (xo) = f'(g(x0))g (xo) 


entendiéndose el lado derecho de esta expresión como una composición de transformaciones 
lineales, o bien, en términos matriciales 


J(fo g)(x0) = Jfg(xo))Jg(xo) 


entendiéndose el lado derecho de esta última expresión como una multiplicación de ma- 
trices. Es decir, la (matriz que representa a la) derivada de la composición es igual al 
producto de las (matrices que representan a las) derivadas de las funciones componentes. 


Ejemplo 4.58. Dadas las funciones g : R? —R*? y f : R? —R?, definidas por: 


g(x,y) = (32,09, y”) 
f(x, y, 2) = (1? + 3y”, 22yz) 


Hallar la derivada de la composición f o g : R? — R? 


(a) Mediante la regla de la cadena. 


(b) Realizando previamente la composición. 


Solución. (a) La matriz jacobiana de la composición vendrá definida por el producto de 
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las matrices jacobianas correspondientes, es decir, 


J(£ o g) = Jf(gl(x,y)) Jg(z, y) = 


du 09 
Of Of Ofi Ox Ox 
T | Ox (g(x, y) Oy (e(z, y) Oz (sv) g2 Og2 | _ 
= Of a fə Of2 Da Dx a 
a E) rn) EN) | ag aa 
Ox Ox 
E E 6y 0 ) ; e = 
2yz 212 21y s(2,4) NO 2y 
3 0 
=( 237) Sa), 0 ) y z= 
Ay) 2800) 2600) lo a, 
3 0 2 2 
_ (6x  Gxy 0 map 18x + 6xy sy = 
—X2xy? Gay? 6xy i 2y — (6ry? +6ry? 6r?’y? +12x°y? 


_ (18xr+ 6ry?  6r?’y 
- 12zy? 18x°y? 


(b) Aplicando previamente la composición, resulta: 
(£ o g)(x, y) = f(g(x, y)) = £(3x, £y, y”) = ((32)? + 3(29)”, 2(32)(£y)(y’)) = 
= (9x? + 3x°y’, 6a*y?) 


de donde, la derivada de la composición es la matriz: 


18x +6ry? 6x? 
AI ( 120% ea) 


que coincide con la obtenida mediante la regla de la cadena. 
Ejemplo 4.59. Dadas las funciones g : R? —=R? y f : R? — R?, definidas por: 


g(x,y, 2) = (uy, yz, 1 +y + z) 


f(x,y,z) = (2? +y, y +2- 1) 


Hallar la derivada de la composición f o g : R? — R? en el punto (1,1,1) 
(a) Mediante la regla de la cadena. 


(b) Realizando previamente la composición. 


Solución. (a) La matriz jacobiana de la composición vendrá definida por el producto de 
las matrices jacobianas correspondientes. En este caso, a ser g(1, 1,1) = (1, 1,3), será, 


J(£ o g)(1,1,1) = Jf£(g(1,1,1)) Jg(1,1,1) = J£(1, 1,3) Jg(1,1,1) 


luego 
2x 3y? 0 2 3 0 
J13) =( e aa 
0 1 2z (1,1,3) 0O 1 6 
y x 0 1 1 0 
Jg(1,1,1) = 0O z y =|0 1 1 
LL, 1 1 1 
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de donde, resulta: 


. 
hkeo 
Il 
ARAS: 
Q N 
N gl 
Ny w 
> 


1 
Eog) = (9 i 0) o 1 
1 


(b) Aplicando previamente la composición, resulta: 


ye, yz+ (o+y+z) — 1) 


(Fog), y, 2) = f (g(x,y, 2)) = (zy, yz, £ +y +2) = (2*y 


de donde, la derivada de la composición es la matriz: 


2 2,2 2,3 3,2 
Jífog)= 2xy 2a%y* + 3y%2 3y”z 
2(xr+y+z) z+2(£z+y+z) y+2(£+y+2) 
de donde resulta: 
2 2,2 2,3 3,2 
(fog)(1,1,1) = (; ed a H a 4 ) =( , >) 
(z+y+z) z+2(z+y+z) y+2Ar+y+2)) a11 


que coincide con la obtenida mediante la regla de la cadena. 
El teorema que establece rigurosamente la regla de la cadena en el caso general puede 
enunciarse de la siguiente forma: 


Teorema 4.13. Sea f : D¿ C R” — R” una función definida en el abierto Ds de R” y 
g: Dy S R” — R” una función definida en el abierto Dg de R”” tal que g(D¿) € Dy. 
Si g es diferenciable en xo € Dg y f es diferenciable en g(xo) € Ds entonces la función 
fog:Dy & R” — R es diferenciable en xo y su derivada viene dada por la matriz: 


J(£ o g)(x0) = J£(8(x0)) Jg(xo) 


La demostración puede verse en [2, Pita] 


4.9. Funciones implícitas 


4.9.1. Funciones de una variable 


La ecuación de una curva en el plano puede expresarse bien en forma explíci- 
ta, y = f(x), o bien en forma implícita, F(x,y) = 0. No obstante, si tenemos 
una ecuación de la forma F(x,y) = 0, no siempre representa ésta una fun- 
ción. Es decir, dada la ecuación F(x,y) = 0 nos planteamos la cuestión de 
si es siempre posible despejar y en términos de zx y dejar establecida la fun- 
ción y = f(x). La respuesta a esta cuestión es negativa. En efecto: De la 
expresión 2?+y?—1 = 0 no podemos establecer una función y = f(x) despe- 
jando y en términos de x, ya que z? + y? = 1 define dos funciones, a saber, 
y = fila) = vl- zr? e y = fala) = —v1- a”. La ecuación F(x,y) = 0 
siempre representa una relación, esto es, el conjunto de todos los pares que 
satisfacen la ecuación. No obstante, nos planteamos la siguiente pregunta 
¿cuándo la relación definida por F(x,y) = 0 es también una función? En 
otras palabras, ¿cuándo la ecuación F(x,y) = 0 puede resolverse explícita- 
mente respecto a y en función de x, obteniéndose solución única? 

La cuestión anterior puede plantearse en términos de curvas de nivel. 
Así, podemos preguntarnos lo siguiente, dada la función z = F(x,y), ¿es su 
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nivel cero, F(x,y) = 0, una curva que se puede ver como la gráfica de una 
función y = f(1)?. Así mismo, si conocemos algo referente a la continuidad 
o diferenciabilidad de F ¿qué podemos concluir en relación a la continuidad 
o diferenciabilidad de f? 

El teorema de la función implícita trata localmente esta cuestión. Es de- 
cir, hacemos un planteamiento local de la cuestión anterior: Dada la función 
z = F(x,y), sea (to, yo) un punto para el cual F (xo, yo) = 0. De F(x,y) =0, 
¿se puede obtener (despejando y en términos de x) una función y = f(x), 
definida en una vecindad de xy, tal que yo = f(x20)? Cuando tal entorno y 
tal función y = f(x) existen, decimos que la función y = f(x) está definida 
implícitamente por la expresión F(x,y) = 0, o bien que es una función im- 
plícita dada en F(x,y) =0. 

Gráficamente, la situación puede visualizase, en el ejemplo de la circunfer- 
encia, de la siguiente forma: 


Ya r 
La ecuación z? + y? = 1, en general no de- 


fine una sola función y = f(x), sin embar- 

go, si nos limitamos a un entorno del punto 
= (1/42, 1/v2), sí que queda definida una sola 
=f 1 función (reduciéndonos a ese entorno), mien- 
tras que en un entorno del punto (1, 0) no que- 
da definida dicha función (ya que cada punto 
tendría dos imágenes, al haber dos puntos en 
la misma vertical). 


Figura 4.21: z? +y? =1 


El teorema de la función implícita resuelve localmente la cuestión plan- 
teada, y nos dice que, dado un punto (zo, yo) tal que F(zo, yo) = 0, en 
determinadas condiciones existirá un entorno de (zo, yo) de manera que, en 
este entorno, la relación definida por F(x,y) = 0 es también una función. 
Esas condiciones son que Fy y Gy sean continuas en un entorno de (xo, Yo) 
y que Fy(£0, y0) Æ 0. El teorema de la función implícita también nos dice 
que dicha función, y = f(x), tiene derivada continua y nos da la manera de 
calcular dicha derivada, y’ = — Fy /Fy. 


Planteamiento práctico. Supongamos la ecuación F(x, y) = 0, si supiéra- 
mos despejar y en términos de zx, tendríamos y = f(x), y podríamos calcular 
dy 

— =?. 

dx F 

dy > 

dx 

El problema se presenta cuando no sabemos o no queremos despejar y en 
términos de x ¿cómo podemos calcular dicha derivada?. 

Partamos de que F(x,y) = 0, será dF(x, y) = 0, de donde 


Fíz,y)=0 > y=f(x) > 


dF dx dy 
dF = Fedx + Fydy =0 —> me a , F, + Fy 2 =0 
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de donde, si F,(x,y) Æ 0, se tiene 


dy  —Fa(x,y) 


dx F(x,y) 


Al mismo resultado llegamos si consideramos la función 


z = F(x,y) = F(z, f(x)) 
entonces podemos aplicar el Teorema 4.11 y obtenemos 


dz 


dx dy 


d dx 

Como z = F(x,y) = 0 para todo x en el dominio de f, se tiene dz/dx = 0 
y en consecuencia 

dx 


dy 


Y si F,(x,y) Æ 0, podemos concluir con que 


dy  —Fa(x,y) 


dx F(x,y) 


Teorema 4.14 (De la función implícita). Supongamos la función z = 
F(x,y). Sea (z0, yo) € R? un punto tal que F(xo,yo) = 0. Supongamos que 
la función F tiene derivadas parciales continuas en alguna bola B con centro 
en (£0, Yo) y que Fy(x0, y0) 4 0. Entonces F(x,y) = 0 se puede resolver para 
y en términos de x y definir así una función y = f(x) con dominio en una 
vecindad V de xo, tal que yo = f (xo), la cual tiene derivada continua en V 
que puede calcularse como 


—-Fr(z,y) 
/ 1 Ka ) 
O= Fe) 
Esquemáticamente sería: 
F(x0, y0) = 0 —Fa(a,y) 
F; y Fy continuas ọ => y = f(x), tal que yo = f(20), y además y' = bar 
T 
F,(2o, yo) 40 ya. 


Debe tenerse en cuenta que el teorema de la función implícita es un teo- 
rema de existencia. Dice que existe una función y = f(x) definida implícita- 
mente por F(x,y) = 0, sin embargo, no dice cómo se puede determinar dicha 
función. Es más, podría ocurrir que la estructura algebraica de la ecuación 
F(x,y) = 0 no permitiera el despeje de y en términos de x. De ahí la im- 
portancia del teorema que afirma que, si se cumplen las hipótesis, aunque 
no podamos despejar y en términos de x, tal función existe, y además el 
teorema nos dice cómo calcular su derivada. 
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También hay que advertir que se trata de un teorema local. Nos asegura 
la existencia de la función y = f(x), o bien la posibilidad de despejar y en 
términos de x a partir de F(x,y) = 0, pero solamente en las cercanías del 
punto (xo, Yo). 

También debe tenerse en cuenta que para el caso de una variable exis- 
te la posibilidad de calcular la derivada de la función implícita aplicando 
directamente las reglas de derivación sobre la ecuación F(x,y) = 0. Simple- 
mente habrá que tener en cuenta que cada vez que derivemos la variable y 
habrá que multiplicar por su derivada y’. 


Ejemplo 4.60. Calcular y', siendo y? +y?-5y-13?+4=0 
(a) Aplicando las reglas de derivación. 
(b) aplicando el teorema de la función implícita. 

Solución. (a) Mediante las reglas de derivación tenemos: 


j 2x 


3y y + 2yy' — 5y' — 2x = 0 =>. T 
yy +2yy — 5y — 2x 1 yb 


(b) Mediante el teorema de la función implícita, hacemos F(x,y) = y? + 
y? — 5y — a? +4, con lo cual, 


F; =-—2x ji E 2x 
F, = 3y +2y -5 Y= R, 3y? +2y—5 


Ejemplo 4.61. Razonar si la ecuación e” = x?+3y determina una función 
y = f(x) que cumple f(1) = 0 y que es derivable en x = 1. Calcular f'(1) y 
la recta tangente a f(x) en (1,0). 


Solución. El teorema de la función implícita afirma que la ecuación F(x, y) =0 
define una función y = f(x) derivable en un punto xp, si se cumplen las 

tres condiciones siguientes: El punto P(zo,yo), con yo = f(x0), cumple la 

ecuación F(P) = 0, las derivadas parciales de F' en P son continuas, y 

F (P) 20. 

El punto P(1,0) cumple la ecuación dada, en efecto: 


e? =18+3-0=1+0=1 


Las derivadas parciales de F(x,y) = eY — x? — 3y son continuas en todo R? y 
por tanto en P, por tratarse de una función polinómica y una exponencial, 
en efecto: 


Fo(w, y) = —31? 
F(x,y) = - 3 
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Y además: F,(1,0) = eœ — 3 = 1 — 3 = —2 Æ 0. Luego podemos afirmar la 
existencia de la función y = f(x) que cumple f(1) = 0 y que es derivable en 
g= 
En virtud del teorema de la función implícita tenemos: 

_ —Fa(z,y) 3r? 3 3 


a F (x,y) Teles AOS 22.2 


y teniendo en cuenta que la ecuación de la recta tangente a la curva y = f(x) 
en el punto P(1,0) viene definida por: 


y=AD0+F£(1) (2-1) 


resulta: y=0 (x—1) > 3L+42y=3 


Ejemplo 4.62. Dada la ecuación x? + y? = 2 


(a) Justificar que la ecuación x? + y? = 2 define, en un entono del punto 
(1,1), una función y = y(x) 


(b) Calcular y'(1), y” (1) 


Solución. (a) Para que quede garantizada la existencia de la función y = 
y(x), deberán cumplirse las tres condiciones siguientes: 

El punto (1, 1) cumple la ecuación. En efecto 1? +1? =1+1=2 

Las derivadas parciales de la función F(x,y) = 1? + y? — 2 son continuas en 
un entorno del punto (1,1). En efecto, 


F, =2x F,y=2y que son continuas en R? 


F,(1,1) Æ 0. En efecto, F,y(1,1)=24 0 
Luego existe la función y = y(x). Que en este caso es y = +V 2 — 22. 


(b) Para calcular las derivadas podemos aplicar las reglas de derivación. En 
efecto, 


— —1 
P+y=2 > w+2yy'=0 > y= > > = 
y 
y derivando nuevamente, 
=i e Z -2 
2+2y y +2yy" Sge 1+(y)?+yy" = 0 = y" — (y’) a - -2 
y 


Nota: Hay que aclarar que los papeles de las letras x e y son perfecta- 
mente intercambiables. Así, si la función z = F(x, y) es tal que en el punto 
(Zo, Yo) vale cero, F (o, Yo) = 0, que en una bola con centro en (zo, yo) tiene 
derivadas parciales continuas y que su derivada respecto de x es distinta de 
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cero en (xo, yo), es decir, Fy(t0, yo) 4 0. Entonces, el teorema de la función 
implícita garantiza la existencia de una función x = g(y) tal que xo = g(yo), 
para y en una vecindad de yo, y además su derivada, en esa vecindad, es: 


— Ey (2, y) 


1 g'(y) = EOT 


L 
Es evidente que si en el punto (zo, yo) se tiene 


Fe(zo,yo) 40 y Fylzo,yo) 40 


entonces el teorema de la función implícita nos dice que en los alrededores 
de (zo, yo), la gráfica de la curva F (xo, yo) = 0 se puede ver como la gráfica 
de una función y = f(x) o bien como la gráfica de una función x = f(y). 


Puntos regulares. Si z = F(x,y) es una función tal que F(x£o, yo) = 0 
y en una bola B con centro en (xo, yo) las parciales Fy y Fy son continuas 
y si Fr(£o, yo) 406 Fylzo, yo) 4 0 (o equivalentemente si (E, (20, yo))* + 
(E, (20, yo))* A 0) entonces (xo, Yo) se dice que es un punto regular de la 
curva F(x,y) =0. 

Es decir, los puntos regulares son aquellos puntos (xo, Yo) tales que en una 
bola con centro en ellos, a partir de F(x,y) = 0, se puede despejar xz o y en 
términos de y o x, respectivamente, y establecer una función con derivada 
continua x = g(y) ó y = g(x). 

Si el punto (xo, yo) no es regular de F(x,y) = 0, se dice que es un punto 
singular. 


4.9.2. Funciones de dos variables 


Dada una ecuación F(z, y,z) = 0 nos planteamos ahora la cuestión de 
¿cuándo de dicha expresión se puede despejar z en términos de x e y y formar 
así una función z = f(x,y)? Es decir, ¿cuándo el nivel cero, F(x, y, z) =0, 
de la función w = F(x,y,z) se puede ver como la gráfica de una función 
z= f(z, y)? 

Planteamiento práctico. Supongamos la ecuación F(x, y, z) = 0, si supié- 
ramos despejar z en términos de z e y, tendríamos z = f(x, y), y podríamos 


9% _, R_, 
calcular Y a 
98 y 
ae e a e => : 
ðy ` 


El problema se presenta cuando no sabemos o no queremos despejar z en 
términos de x e y ¿cómo podemos calcular dichas derivadas?. 
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Partamos de que F(x,y,z) = 0, será dF (x,y,z) = 0, de donde 


dF dx dy dz 


= ER de "de Y da da 
SR EER LE =0 
dy dy dy dy 
Ahora bien, 
(a) Para y = cte., en el primer caso resulta: 
Oz Oz  —Fa[x,y,z) 
Fo +0+F. =0 
el “dx "de F(x,y, z) 


(b) Para x = cte., en el segundo caso resulta: 


Oz Sia Oz SS —Fy(x, y, 2) 
dy Oy  F.(x,y,z) 


0+ Fy +F, 


Teorema 4.15 (De la función implícita). Supongamos la función w = 
F(x,y,z). Sea p = (20,Y0,20) € R? un punto tal que F(x0,Yo, zo) = 0. 
Supongamos que la función F tiene derivadas parciales continuas en alguna 
bola B con centro en p y que F.(p) 4 0. Entonces F(x,y,z) = 0 se puede 
resolver para z en términos de x e y y definir así una función z = f(x,y) 
con dominio en una vecindad V de (xo, yo), tal que zo = f (zo, yo), la cual 
tiene derivadas parciales continuas en V que pueden calcularse como 


Oz e Es (E; Y, z) Oz en —Fy (2, Y, z) 
dx  F(æ,y,z)? 0y  F.(x,y,z) 


(1,y) € V 


Esquemáticamente sería: 


Oz  —F,[t,y,z 
F(x0,Yo, 20) =0 = Ente) 


a F(x,y, 2) 
= —Fy (2, y, 2) 
Oy F, (u, y, 2) 


F,, F}, F; continuas) >z = f(x, y), tal que zo = f(Zo, Yo), y e 
F.(to, Yo, 20) # 0 


Las derivadas parciales también pueden calcularse a partir de las reglas 
ordinarias de derivación, suponiendo una de las variables constante, con la 
única observación de multiplicar por la derivada parcial correspondiente, 
cada vez que derivemos z. 


0) o 
Ejemplo 4.63. Calcular z y e siendo 3x?z — r?y? +22? +3y2-5=0 
z z 


(a) Mediante las reglas ordinarias de derivación. 


(b) Mediante las fórmulas de la función implícita. 


294 CAPÍTULO 4. DERIVACIÓN DE FUNCIONES MULTIVARIABLES 


Solución. (a) Mediante las reglas ordinarias de derivación tenemos: 


—612 + 2xy? 
3x2 + 622 + 3y 
2x*y — 3z 
3x2? + 62? + 3y 


6xz + 32? zz — 2ay? + 6z? zz + 3yzr =0 > z= 
A + 2z°y + 622, +32+3y2y=0 > y= 


(b) Mediante el teorema de la función implícita, hacemos: 


F(x,y, z) = 3£?z — r?°y? +223 + 3yz — 5, 


con lo cual, 
Felz y z) = 6xz — 2xy? Oz zZ — Fy — —6zrz + 2xy? 
199 — 9m2 Ox F; 3x2 + 622 + 3y 
a RC Oz —F; 21%y — 3z 


F(x,y, 2) = 3x? +622 +3 = = 
dipam 7 d Oy F, 3x? + 6z? +3y 


Ejemplo 4.64. Razonar si la ecuación z? + 2y? + 23 — 3ryz — 2y + 1 = 0; 
determina una función z = f(x,y) en un entorno del punto (0,1). Calcular 


ð ð 
of o, 1) of o, 1) y la ecuación del plano tangente a la superficie en el punto 


Ox "dy 
(0, 1, £(0, 1). 


Solución. El teorema 4.15 de la función implícita afirma que una ecuación 
F(x,y,z) = 0 define una función z = f(x,y) diferenciable en un punto 
p = (x,y), si se cumplen las tres condiciones siguientes: el punto P = 
(x,y,z) cumple la ecuación F(P) = 0, las derivadas parciales de F en P son 
continuas, y F¿(P) #0. 

En nuestro caso, el punto P que cumple la ecuación dada viene definido por 
las coordenadas: 


z=0, y=1 > 24+22-2+1=0 > 2z=-1 
Las derivadas parciales de F(x,y,z) = z? + 2y? +z 
continuas en todo R? y por tanto en P, en efecto: 


3 


31yz — 2y + 1 son 


F;(£,y, z) = 3z? — 3yz 
F,(x,y, z) = 6y? — 3x2 — 2 
F;(x,y, z) = 32? — 3xy 


Y además: F,(0,1,—1) = 3 # 0 Luego podemos afirmar la existencia de la 
función z = f(x,y) diferenciable en el punto p = (0,1). 
En virtud del teorema de la función implícita tenemos: 


of —Fal2,y,2) _ 30% + 3yz of Ml) 
SA = = = 1 
Ox (x, y) F.(x, y, z) 322 — 3xy ar 0,1) F,(0,1,-—1) 
Of _—Fy(e,y, 2) _ —6y +3rz+2 ðf Ms a a 
ay Y) = F(x,y, z) Eg 322 — 3xy > g O= F,(0,1,—1) E 3 
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y teniendo en cuenta que la ecuación del plano tangente a la superficie 
z = f(x,y) en el punto P(0, 1, —1) viene definida por: 


Of of 
= (0.1). (2 — (0.1) -(u—1 
== 70,1) + EOD (00) + 500,1) w- 
4 E 
resulta:  2¿=-—l-—u z0 1), o bien, simplificando 3x + 4y + 3z = 1 


Ejemplo 4.65. Sea F una función diferenciable y con derivadas parciales 
continuas tal que F(9,2,—4) = 0 y VF(9,2,-4) = (-1,0,5). ¿La ecuación 
Flx,y,z) =0 define una función diferenciable z = f(x,y) tal que f(9,2) = 


—4? En caso afirmativo, determina a 922) (9,2) y, con su ayuda, 
Y 


ye 

dy 
calcula la ecuación del plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto 
(9, 2, —4) á 


Solución. El teorema 4.15 de la función implícita afirma que una ecuación 
F(x,y,z) = 0 define una función z = f(x,y) diferenciable en un punto 
p = (x,y), si se cumplen las tres condiciones siguientes: el punto P = 
(x,y,z) cumple la ecuación F(P) = 0, las derivadas parciales de F en P son 
continuas, y F.(P) 4 0. 

En nuestro caso, el punto P que cumple la ecuación dada viene definido por 
P(9,2,-4) 

Por hipótesis, las derivadas parciales de F son continuas en todo R? y por 
tanto en P. Sus valores vienen dados por las coordenadas del gradiente: 


VF = (Fr, Fy, Fz) = Fz(9,2, —4) = =1, Fy(9, 2, -4) = 0, F: (9,2, —4) =5 
Y además: F,(9,2,—4) = 5 # 0 Luego podemos afirmar la existencia de la 


función z = f(x,y) diferenciable en el punto p = (9,2). 
En virtud del teorema de la función implícita tenemos: 


O tá, yyy EEn 3E g a 028) _ 1 
dx did F(x,y, z) Ox o F,(9, 2, —4) E 5 

ðf, n E MR) afa a F(9,2,—4) 0 
ay n= Fu, y, 2) ay año F,(9,2,-4) E 5 =A 


y teniendo en cuenta que la ecuación del plano tangente a la superficie 
z = f(x,y) en el punto P(9,2,—4) viene definida por: 
of of 


1 
resulta: z = —4+ ge — 9) + 0(y — 2), o bien, simplificando x — 5z = 29 
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4.10. Extremos de las funciones de varias variables 


4.10.1. Introducción 


Funciones de una variable 


La función f : I C R —> R, definida en el intervalo abierto J de R, se dice que tiene un 
máximo (mínimo) local o relativo en un punto Zo € I si en un entorno Vro de zo se tiene 
Fito) > f(x) (f(£o) < f(x), respectivamente) para todo x en Vso. En otras palabras, f 
tiene un máximo (mínimo) local en xo si f(xo) es el valor más grande (más pequeño) de 
la función en torno a zo. 


y 
f(z) 


f(zo) 


Figura 4.22: y = f(x) tiene un mínimo local en x = xo y un máximo local en zx = 21. 


Una condición necesaria para que la función f tenga un extremo (máximo o mínimo) 
local en zo es que, si f'(x0) existe, entonces f'(xo) = 0. Geométricamente esta condición 
significa que si la gráfica de la función es suave en xo, su recta tangente en dicho punto 
debe ser horizontal. Es decir, en un extremo local la gráfica de la función o no tiene recta 


tangente, o si la tiene es una recta horizontal. 


4.10.2. Definiciones 


Máximos y mínimos absolutos. 

Los valores f(xo, yo) y f(w1,Yy1) tal que f(xo, yo) < f(x,y) < f(£1, y1) para 
todo (x,y) en D se conocen como mínimo absoluto y máximo absoluto de f 
en la región D. 


Teorema de existencia del máximo y del mínimo absoluto. Toda 
función continua, definida en una región cerrada y acotada, alcanza, en dicha 
región, un valor máximo absoluto y un mínimo absoluto. 


Máximo y mínimo relativo. 
Definición 4.21 (Extremo local). Sea f : D C R” — R una función 
definida en el conjunto abierto D de R”. Se dice que f tiene un máximo 


(mínimo) local o relativo en el punto xy ED si f (xo) > f(x) (f(x0) < F(x) 
respectivamente) para toda x en una bola B de centro en xo. 


F(to, Yo) es mínimo relativo +  flw,y) > fíto,yo) Wlx,y) € Bx, 
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F(to, yo) es máximo relativo => f(x,y) < fíto,yo) Wx,y) € Bxo 


Es decir, al igual que en el caso de funciones de una variable, la función f 
tendrá un máximo (mínimo) local en xy € D si f(xp) es el valor más grande 
(más pequeño, respectivamente) de todos los valores de f(x) para x en una 
bola de centro en Xp. 


Puntos críticos. Se llaman puntos críticos de una función a aquellos puntos 
en los que el gradiente vale cero o no está definido, es decir, 


1. Puntos en los que todas las derivadas parciales valen cero (simultánea- 
mente). 


falto,Yo) =0 y fylto yo) =0 


2. Puntos en los que alguna de las derivadas parciales no está definida. 


felto, yo) o fylto,yo) no existe 


Figura 4.23: Puntos críticos. 


En el primer caso, si f es diferenciable, sería Vf(2o0,Y0) = 0 y, por 
tanto, todas las derivadas direccionales en (zo, yo) deben ser nulas y en 
consecuencia todas las rectas tangentes a la superficie en el punto (xo, Yo) 
son horizontales, lo que significa que el plano tangente a la superficie en 
dicho punto es un plano horizontal. En el segundo caso, al no existir alguna 
de las derivadas parciales en el punto (xo, Yo), la función no es diferenciable 
en dicho punto y por tanto carece de plano tangente en el mismo. Lo que, 
gráficamente, significa que se trata de un punto “anguloso”. En consecuencia, 
en ambos casos tenemos puntos candidatos a extremos relativos. 

No podemos asegurar la existencia de extremo relativo ya que, en ambos 
casos, puede darse la situación de un «punto silla». 


Definición 4.22 (Punto silla). Si un punto crítico (to, yo) no corres- 
ponde ni a máximo ni mínimo relativo, entonces el punto de la superficie 
(Zo, Yo, (To, Yo)) se llama punto silla. 


Es decir, (£o, Yo) corresponde a un punto silla si en todo disco abierto 
centrado en (£o, yo) la función toma valores por encima y por debajo de 


F(zo, yo) 
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El ejemplo más típico de punto silla es el que corresponde a la situación 
denominada «silla de montar», no obstante, pueden darse otras situaciones 
más irregulares. 


Teorema 4.16 (Los extremos relativos se producen solamente en 
puntos críticos). Si f(x0,Yyo) es un extremo relativo de f en una región 
abierta R, entonces (to, yo) es un punto crítico de f. 


Demostración. En efecto, si g(x) = f(x, xo) tiene un extremo relativo en Zo, 
entonces g'(19) =0 o no existe. Pero g'(20) = fy(to, Yo) 

De la misma forma, si h(y) = f(zo,y) tiene un extremo relativo en yo, 
entonces h'(yo) = 0 o no existe. Pero h'(yo) = fy(to, Yo) 


Al afirmar el teorema que en un máximo y en un mínimo relativo, las 
derivadas parciales o no existen o valen cero, lo que nos viene a decir es que 
los extremos de una función, en una región abierta, se producen solamente 
en los puntos críticos. Sin embargo, hay que advertir que no en todo punto 
crítico existe un máximo o un mínimo, ya que se puede producir lo que se 
llama un punto silla, que no son ni máximos ni mínimos relativos. 

Si la región fuera cerrada podrían darse lo que se llaman extremos en la 
frontera. 


4.10.3. Estudio de la naturaleza de los puntos críticos 
a) Método algebraico. 


Existen funciones que, por su sencillez, permiten estudiar la naturaleza de 
sus puntos críticos mediante argumentos exclusivamente algebraicos. Es de- 
cir, el estudio de la naturaleza de los extremos relativos, se hace a partir 
de la propia función, mediante transformaciones algebraicas de la misma. 
Comparando el valor de la función en el punto crítico con el valor de la 
función en los alrededores del punto crítico. 


Ejemplo 4.66. Determinar los extremos relativos de la función: 


f(2,y) = 31? + y" — 6x — 4y +8 


Solución. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los correspon- 
dientes puntos críticos: Puntos en los que alguna de las derivadas parciales 
no está definida, y puntos en los que las dos derivadas parciales son nulas. 
En el caso de funciones polinómicas las parciales están siempre definidas, 
por tanto: 


fy(z,y)=2y—4 | 2y—-4=0 | y=2 


Para estudiar la naturaleza del punto crítico p(1,2) comparamos el valor de 
la función en el punto crítico con el valor de la función en los alrededores 


flo) 600) BE E bpa, 
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del punto crítico. 


F(1,2)=1 
f(z, y) = 3r? +y? — 6r — 4y + 8 = 

= 3(x? — 2r) +y? — 4y + 8 = 
(z? — 2r +1- 1) +y? —4y+4-4+8= 
(1-1)? -3+(y-2}-4+8= 
(0-1? +(-22+1>1 


3 
Figura 4.24: mínimo. 3 


Resulta que para cualquier punto (x,y) se tiene que f(x,y) > f(1,2), luego 
F(1,2) es un mínimo (absoluto). 


Ejemplo 4.67. Determinar los extremos relativos de la función: 
My) = 1- Vat 


Solución. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los correspon- 
dientes puntos críticos: Puntos en los que alguna de las derivadas parciales 
no está definida, y puntos en los que las dos derivadas parciales son nulas. 


Fa) = 


2] ypy 


Donde el único punto crítico es el punto (0,0), en donde no están definidas 
ninguna de las dos derivadas parciales. Para estudiar la naturaleza del punto 
crítico p(0,0) comparamos el valor de la función en el punto crítico con el 
valor de la función en los alrededores del punto crítico. 


“wai QU 
f(u,y) =1- yr? +y <1 
Resulta que para cualquier punto (x,y) del plano 


se tiene que f(x,y) < f(0,0), luego f(0,0) es un 
máximo (absoluto). 


Ye 


T 


Figura 4.25: máximo. 


b) Criterio de los cortes con los planos verticales. 


Para comprobar que en un punto crítico no existe ni máximo ni mínimo 
cortamos la superficie mediante planos verticales que pasen por el punto 
crítico, si las curvas resultantes tienen puntos por encima y por debajo del 
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punto crítico, entonces se trata de un punto silla. El método es sólo refutativo 
y no permite afirmar la existencia de máximo o mínimo, sino sólo de punto 
silla. 


Ejemplo 4.68. Determinar los extremos relativos de la función: 


fe,y)=1-2%+y 
Solución. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los correspon- 
dientes puntos críticos: Puntos en los que alguna de las derivadas parciales 
no está definida, y puntos en los que las dos derivadas parciales son nulas. 
En el caso de funciones polinómicas las parciales están siempre definidas, 


por tanto: 
fe(z, y) = -2x } x=0 } 
p(0,0 
fy(x, y) = 2y y=0 (0,0) 
Donde el único punto crítico es el punto (0,0). Para estudiar la naturaleza 
del punto crítico p(0, 0) comparamos el valor de la función en el punto crítico 
con el valor de la función en los alrededores del punto crítico. 


f(0,0)=1 
0)=1-z?<1 
Diag Dia f(z, 
Figura 4.26: Punto silla. 


Para estudiar la naturaleza del punto crítico p(0,0) se ha cortado la super- 
ficie mediante los dos planos verticales y = 0 y x = 0 con lo que se han 
obtenido las curvas f(x,0) = 1 — z? y f(0,y) =1+ y?. Para la primera, el 
punto x = 0 es un máximo; y para la segunda, el punto y = 0 es un mínimo. 
Luego el punto crítico p(0, 0) es un punto silla. 

c) Criterio del hessiano. 


Los métodos algebraicos solamente son útiles para funciones relativamente 
fáciles. Para funciones más complicadas no son operativos y necesitamos 
acudir a criterios analíticos, estudiando las derivadas parciales segundas. 


Caso particular de funciones de dos variables. 


Para estudiar la naturaleza de los puntos críticos, formamos la matriz hes- 


siana en dichos puntos: 
Jaz fe 
H f(x,y) = ( 7 


Y comparamos los signos de los dos determinantes principales: 


Tae Fey a E 2 
Fis Fiu = fue gy (fey) 


Resultando, para el caso de dos variables: 


Dı = feas  Da=|Hf(x,y) = 
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Lex 
+ mínimo 
LS Máximo 
— Silla 
0 Duda 


Nota: El criterio del hessiano puede fallar a la hora de estudiar la naturaleza 
de los extremos relativos de dos formas: Bien porque alguna de las derivadas 
parciales no esté definida, entonces no se puede aplicar el criterio; o bien, 
porque el hessiano sea cero, en cuyo caso el criterio no da información. 
En este caso habrá que aplicar otras técnicas, como puede ser el cortar la 
superficie por planos verticales. 

Al ser fry = fyz, se tiene que cuando el hessiano es positivo, entonces las dos derivadas 
parciales fxz(x£o, yo) y fyy(£0, Yo) deben tener el mismo signo, lo que significa que se puede 
reemplazar una por la otra en la definción del criterio. 

El criterio del hessiano también se conoce como criterio de las derivadas 
parciales segundas, y se puede enunciar formalmente mediante el siguiente 
teorema 


Teorema 4.17 (Criterio del hessiano). Sea f una función con derivadas 
parciales primeras y segundas continuas en una región abierta que contiene 


un punto (Zo, Yo), para el que falto, yo) = 0 y fylto,Yo) = 0. Y sea d el 
valor del siguiente determinante 


fza[Lo, Yo) feylZo, Yo) 
d=|H Zo, Yo)| Z ? y i 
|H (zo, yo) fyal[To, Yo) fyylTo, Yo) 
1. Sid>0yY fuex[to, Yo) > 0, entonces f(xo, yo) es un mínimo relativo. 
2. Sid>0 y fes[20, Yo) < 0, entonces f(xo, yo) es un máximo relativo. 
3. Sid<0, entonces (xo, Yo, f (z0, yo)) es un punto silla. 
4. Sid=0, entonces el criterio no da información. 


Ejemplo 4.69. Encontrar los extremos relativos de la función: 
fa,y) = £? — 6xy + 3y? — 1 
Solución. Hallamos las dos derivadas parciales y determinamos los puntos 
críticos: Puntos en los que alguna de las derivadas parciales no está definida, 
y puntos en los que las dos derivadas parciales son nulas. En el caso de 
funciones polinómicas las parciales están siempre definidas, por tanto: 
felx, y) = 3x? — 6y = 3x? — 6y = 0 x(3x-6)=0 x=0 
fyl, y) = —6x + 6y —61 + 6y =0 r= r=2 
Luego los puntos críticos son p(0,0) y q(2, 2). 


Para estudiar la naturaleza de los puntos críticos, hallamos la matriz hes- 
siana en cada uno de ellos: 


nten- (q p) 5) 
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Con lo cual resulta: 


|H f(0,0)| = le El = -36 < 0 = (0,0, —1) es un punto silla 
12 —6 
|H f(2,2)| = R | = 72 — 36 = 36 > 0 y frx = 12 > 0 => f(2,2) es un 


mínimo relativo. 


Ejemplo 4.70. Hallar y clasificar todos los puntos críticos de la función 
f(x,y) = zt + y* + 62*y? + 8r? 


Solución. Los puntos críticos son aquellos que anulan simultáneamente las 
dos derivadas parciales, o bien donde alguna de las derivadas parciales no 
existe. Al ser la función dada una función polinómica es diferenciable en todo 
R?, luego los puntos críticos vendrán dado por las soluciones del siguiente 
sistema de ecuaciones 


F; = 4x? + 12xy? + 24r? =0 | x(40? + 12y? + 24r) =0 
F; = 4y? + 122%y =0 Ay(y? + 322) =0 


Para resolver el sistema igualamos a cero cada factor de la primera ecuación 
con cada factor de la segunda ecuación: 


12 g= 
1° x=0 x=0 x=0 
P. 

3 E a PE aT 1(0,0) 
2° | 4r? + 12y? +24xr=0 ] 4r? +24x=0 ] 4x(x +6) =0]P,(0, 0) 

y=0 y=0 y=0 Pa(—6, 0) 
22] 4r? + 12y? +24r=0] 4x?+12y? + 24x = 0 P; (0,0) 

y? + 3r? =0 y? = —3r? I 
Por tanto, las soluciones son P, (0,0), Pa(—6, 0) 
Para determinar si se trata de máximo o mínimo, hallamos la matriz hes- 
siana. 


Joze fay 12x? + 12y? + 48x 24xy 
H = = 
f(z, y) (f= Fuy 24xy 124? + 127? 


Con lo cual resulta que: 


144 0 
0 432 
Po,(—6, 0) se corresponde con un mínimo relativo. 


= |Hf(—6,0)| = = 62208 > 0 y frs = +144 > 0 > 


= |H f(0,0)| = > ; == — el hessiano no nos determina la natu- 


raleza del punto crítico. Para estudiar la naturaleza del punto crítico 
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P,(0,0) cortamos la superficie mediante el plano vertical y = x, con 
lo que obtenemos la curva z = zt + xí + 62% + 84% = 8x + 8a? y 
estudiamos la naturaleza del origen en esta curva. 
Tenemos: 

zl, = 32x + 24r? => zZ¿(0)=0 —> zo = 0 es un punto 
crítico 

z! = 96x? +48 => z!(0)=0 

z"! = 198r +48 >= 2" (0)=48 #0 —> zo = 0 es un 
punto de inflexión. 
Luego el punto Pı (0,0) se corresponde con un punto silla, ya que en 
cualquier entorno suyo hay tanto puntos por encima de f(0,0) como 
puntos por debajo. 


d) Puntos críticos en una función compuesta. 


Igual que ocurre en los problemas de optimización de funciones de una vari- 
able, donde es posible sustituir la función objetivo por otra más simple. 
En varias variables también es posible simplificar los cálculos de derivación, 
sustituyendo la función objetivo por otra más simple, que nos facilite los 
cálculos de las derivadas parciales y sobre todo de resolución del sistema 
resultante. Esto es posible cuando la función objetivo sea la composición de 
una función con una función monótona. Por ejemplo, los puntos críticos de 
la función exponencial f(x, y) = e9(®9) coinciden con los puntos críticos de 
la función exponente w = g(x,y), ya que la función exponencial z = e! es 
monótona, y además creciente, luego se conserva incluso la naturaleza del 
punto crítico. Lo mismo ocurre en funciones del tipo f(x,y) = y g(x,y) 
o bien, f(x,y) = ln (g(x, y), sólo que estos dos casos habrá que eliminar 
aquellos puntos críticos que quedan fuera del dominio de la función. 


Ejemplo 4.71. Encontrar y clasificar todos los puntos críticos de la función 
(ay) = 024528 


Solución. a) Resolvamos primero el ejemplo sin tener en cuenta la simplifi- 
cación. Los puntos críticos son aquellos que anulan simultáneamente las dos 
derivadas parciales, o bien donde alguna de las derivadas parciales no existe. 
Como la función dada es diferenciable en todo R?, por ser la composición 
de una función polinómica con la función exponencial, los puntos críticos 
vendrán dados por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones. 


felz, y) = (Qry — y? + yjet 0 | y(2r7—-y+1)=0 ) 
fy(m,y) = (2? — 20y + r)en estey = 1(1-2y+1)=0 


Para resolver el sistema igualamos a cero cada factor de la primera ecuación 
con cada factor de la segunda ecuación: 


1° =0 
F } Aa } P.0,0) 
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2? 2r—-y+1=0 —y+1=0 y=1 

a r=0 } r=0 } regj ON 

99 21-y=-1 y =2r+1\ 1 =-1/3 PE. h 
2 f 2-2y=-1f e, =ez- 2e, | -3r = y=1/3 | 433 


—1 1 
Por tanto, las soluciones son P, (0,0), P2(—1,0), P3(0,1), Pal 3) 
Para determinar si se trata de máximo o mínimo, hallamos la matriz hes- 


siana. 
E 2) 


Para lo cual calculamos las derivadas parciales segundas 


fra = 2ye Y-24+0Y 4 (20y — y? + y) fe 
Fay = (20 — 2y + 1) een y (Oey — y? + 9) 
fuy = 200 Y 2408 Y (x? — 2ay + x) fy 


Con lo cual resulta que: 


= |H f(0,0)| = : o =-1<0 — esun punto silla. 
o =I ; 
= |Hf(—1,0)| = ) | =-1 — esun punto silla. 
2 -—1 ; 
= |Hf(0,1)| = E 0 | =-1 — esun punto silla. 
2 -1 
o Y A 
-1 1 y E 4 1 3 
“HG Ë s(a e n e 
3 3 ar 2 7 9 9 9 
3 3 


0 y fex>0 — esun mínimo. 


b) Este ejemplo puede resolverse de una manera mucho más fácil teniendo 
en cuenta que la función z = et es monótona, y, en consecuencia, los puntos 
críticos de la función compuesta z = e9%Y) coinciden con los puntos críticos 
de la función g(x,y) que figura en el exponente, y que es mucho más fácil 
de estudiar que la función compuesta. Además, al ser creciente la función 
exponencial (a más más) se conserva la naturaleza de los puntos críticos. En 
consecuencia podemos estudiar los puntos críticos de la función 


g(2,y) =x’ y -zry +zy, 
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que figura en el exponente, y endosar los resultados a la función compuesta 
AERE ad s 

f(x,y) = e 9779 “FT. En este caso, los puntos críticos vendrán dados por 

las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones. 


gs(£, y) = 2ry -y +y =0 |] yQr—-y+1)=0 
gy(£, y) = £? — 2ry +x = 0 x(x — 2y +1)=0 

Que es el mismo sistema de ecuaciones anterior, cuyas soluciones son: 

—1 1 

33 

Para determinar si se trata de máximo o mínimo, hallamos la matriz hes- 


Doos e a) 


9yx Iyy 


P,(0,0), Pa(—1,0), P3(0,1), Pal 


siana. 


Para lo cual calculamos las derivadas parciales segundas 


Jre = 2y 
9ry = 2x — 2y +1 
Jyy = 22 


Como puede verse, las ventajas sobre el método anterior, aquí son notable. 
Con lo cual resulta que: 


= |H f(0,0)| = ol =-1<0 — esun punto silla. 
o —1 z 
= [Af(-1,0)| = ES 9 | =-1 — esun punto silla. 
2 =l j 
= |Hf(0,1)| = le 0 | =-1 — esun punto silla. 
2 a27 Zl -1/27 
11 EN gr 4 1 -1/27 _ 31/27 
" |Hf(—,=>)| = = (>= 2)e UN = 21/27 > 
303 br T a 9 9 9 
3 3 


0 y fer >0 — esun mínimo. 


Que son los mismos resultados anteriores. 


4.10.4. Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange 


Planteamiento del problema. En los problemas clásicos de máximos y 
mínimos se trata de hacer máxima o mínima una función f(x,y) sujeta a 
una restricción g(x, y) = 0. 

Gráficamente el problema consiste en determinar el punto más bajo (o 
más alto) de la superficie de ecuación z = f(x,y) que está situado sobre la 
curva de ecuación g(x, y) = 0, y se puede resolver de dos maneras diferentes: 
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a) Mediante un corte vertical de la superficie. 
b) Mediante cortes horizontales (curvas de nivel). 
Desde el punto de vista analítico, el primer caso corresponde a reducir 
el problema a una variable, y el segundo al método de los multiplicadores 
de Lagrange. 


a) Mediante un corte vertical. Gráficamente consiste en cortar la su- 
perficie f(x, y) mediante el plano (o cilindro) vertical de base la curva plana 
g(x,y) =0 y hallar los extremos de la curva espacial resultante. 

Analíticamente esto se consigue despejando la variable y en la ecuación 
g(x,y) = 0, y sustituyendo el valor obtenido, y = f(x), en la en la función 
f, con lo cual el problema se reduce al cálculo de máximos y mínimos de 
una función de una sola variable. 


Fx, y) = f(x, ġ(2)) = h(a) 


El problema se presenta cuando no es posible o no es práctico despejar la 
variable y en la ecuación g(x,y) = 0. 


Observación. El extremo de la función f(x,y) condicionado por la ecuación 
g(x,y) = 0, no es extremo de la función f(x, y), considerada aisladamente, 
sino de la intersección de la función con el plano vertical. 


Ejemplo 4.72. Hallar el mínimo de la función f(x,y) = 2? + y? condi- 
cionado por la restricción x + y — 1 = 0, reduciéndolo a una variable. 


Solución. Gráficamente se trata de encontrar el punto más bajo de la su- 
perficie de ecuación f(x,y) = x? + y? que se encuentra sobre la recta de 
ecuación z + y — 1 = 0. Analíticamente, el problema puede reducirse a una 
sola variable. En efecto, despejando y en la restricción resulta: y = —x + 1 
y sustituyendo el valor obtenido en f(x, y), resulta una función de una sola 
variable. 


f(x,y) =x? + (=r +1) =z? +r — 2r +1 = 2r? — 2r +1 


Es decir, 
h(x) = 22? — 2x +1 


de donde, 
h'(x) =42-2=0>x=1/2> y= 1/2 


Luego el mínimo de la función es 


f(1/2,1/2) = 1/4+ 1/4 = 1/2 


Para comprobar que se trata de un mínimo acudimos a la derivada segunda 
h” (x) = 4, en consecuencia h”(1/2) = +4, luego se trata de un mínimo. 
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Figura 4.27: Cálculo de extremos mediante un corte vertical 


Nota: Este ejemplo se ha resuelto reduciéndolo a una sola variable. Con el 
método de los multiplicadores de Lagrange se trata de resolver el problema 
sin reducirlo a una sola variable, es decir, sin despejar la variable y de la 
ecuación g(x,y) =0. 

b) Mediante las curvas de nivel. Consideramos las curvas de nivel de la 
función f(x, y), 


fx, y) =2 


Como se trata de encontrar el máximo o el mínimo de la función f(x, y), se 
trata de encontrar el máximo o el mínimo valor de z. Para ello imaginamos 
que las curvas de nivel se “desplazan” en la dirección del crecimiento de z. 

Como el punto solución (x,y) también ha de cumplir la ecuación de la 
restricción g(x, y) = 0, deberá estar en la intersección de una curva de nivel 
con la gráfica de g(x,y) = 0, luego, se trata de encontrar: 


a) Si buscamos un mínimo: El primer punto en que las curvas de nivel 
tocan a la gráfica de la restricción g(x,y) =0 
b) Si buscamos un máximo: el último. 
Nota: Este método es utilizado en programación lineal para determinar la solución optima 


de una función objetivo sujeta a un conjunto de restricciones. 


Ejemplo 4.73. Hallar el mínimo de la función f(x,y) = z? + y? condi- 
cionado por la restricción x + y — 1 = 0, mediante las curvas de nivel. 


Solución. Consideramos las curvas de nivel de la función f(z, y) = z? + y?. 
Para ello sustituimos f(x, y) por z, y consideramos que z es un número, en 
cuyo caso tenemos que las curvas de nivel vienen definidas por 


luego se trata de circunferencias con centro en el origen de coordenadas y 
radio yz, y al crecer z, las circunferencias se alejan del origen. 

La primera circunferencia que toca a la recta de ecuación x + y — 1 = 0 
lo hace en el punto (1/2,1/2). Luego ese punto corresponde al menor valor 
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Ay 


D 


eo 


Figura 4.28: Cálculo de extremos mediante curvas de nivel 


de z, para el cual (x,y) está en una curva de nivel y en la restricción. En 
consecuencia el mínimo solicitado es f(1/2,1/2) = 1/2. 
La situación en el espacio puede verse mediante el siguiente gráfico 


Figura 4.29: Cálculo de extremos mediante curvas de nivel 


Método de los multiplicadores de Lagrange. 


En el método gráfico de las curvas de nivel se trata de encontrar el punto 
(x,y) donde la curva de nivel de la superficie de ecuación z = f(x,y) es 
tangente a la curva de ecuación g(x,y) = 0. Ahora bien, dos curvas son 
tangentes si sus vectores normales son paralelos. En consecuencia, dado que 
los vectores normales a dichas curvas son los vectores gradientes, se tiene 
que, en el punto de tangencia, el vector gradiente V f debe ser un múltiplo 
escalar del vector gradiente Vg. Luego 


V f(x, y) = AVglz, y) 


donde el escalar A se conoce como multiplicador de Lagrange. Las condiciones 
necesarias para la existencia de tales multiplicadores vienen recogidas en el 
siguiente teorema 


Teorema 4.18 (Teorema de Lagrange). Sean f y g funciones con deri- 
vadas parciales primeras continuas tal que f tiene un extremo en el punto 
(Zo, Yo) de la curva de la ligadura g(x,y) = 0. Si Vglzo,yo) 4 0, entonces 
existe un número real A tal que 


V f(x, y) = AVglz, y) 


4.10. EXTREMOS DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 309 


El teorema de Lagrange también se cumple para funciones de tres o más variables, 
usando un argumento paralelo con las superficies de nivel. 

El método de los multiplicadores de Lagrange usa el Teorema 4.18 para 
hallar los extremos de una función f sujeta a una ligadura g(x,y) =0. 


Teorema 4.19 (Método de los multiplicadores de Lagrange). Si f 
y g satisfacen las hipótesis del teorema de Lagrange y f tiene un máximo o 
mínimo sujeto a la ligadura g(x,y) = 0, entonces dicho extremo se produce 
en uno de los puntos críticos de la función L dada por 


L(x, y, A) = Fx, y) z Ag(z, y) 


Nota: Puesto que À puede ser indiferentemente positivo o negativo, la relación anterior 
puede sustituirse por esta otra: 


L(x, y, A) = Fx, y) zi Ag(x, y) 


Para funciones de tres variables se tiene 


L(x, y, z, A) = f(x,y,z) + Aglx, y, 2) 


En consecuencia, si las funciones f y g tienen derivadas parciales con- 
tinuas, entonces, los extremos de la función f(x,y), condicionados por la 
restricción 

g(x,y) =0, 


se producen en los puntos críticos de la función: 


L(x,y, à) = f(2,y) + Aglz, y) 
Dichos puntos críticos vendrán determinados por las soluciones del sistema: 


Ly =0 fr + Agr =0 
Ly, =0 fu +Ag9y=0 
L1=0 g(z,y)=0 


El procedimiento más cómodo para resolver el sistema consiste en elimi- 
nar À entre las dos primeras ecuaciones y sustituir el resultado en la tercera. 
En el proceso de resolución del sistema hay que procurar evitar perder solu- 
ciones en las simplificaciones. Por ejemplo, de la ecuación Ax = z se obtienen 
dos soluciones x = 0 y A = 1, mientras que si “tachamos” la x perdemos la 
solución x = 0. 

Para determinar su naturaleza estudiamos el signo del determinante: 


Laa Las Lay O gJs  Jy| =-—— mínimo 
A=|Lrrx Lux Lay = |gs Lex Lry = + > Máximo 
Lua Lys Luyl loy Lys Lyy| =0 = duda 


Resolvamos el ejemplo 4.72 mediante el método de los multiplicadores de 
Lagrange. 
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Ejemplo 4.74. Hallar el mínimo de la función f(x, y) = 2?+y? condiciona- 
do por la restricción +y=—1 = 0, mediante el método de los multiplicadores 
de Lagrange. 


Solución. Formamos la función de Lagrange: 
L(x,y,A) = fu, y) + Ag(z, y) 
Que, en nuestro caso, es: 


L(z,y, A) =3?4+y?+Ma+y-1) 


Los puntos críticos de esta función vendrán determinados por las soluciones 
del sistema: 


Ly =2x+A=0 A 
Ly =2y+A=0 Ad i i 
Li=x+y-1=0 x+y=1>2'=1 O US 


Luego el único punto crítico es el punto p(3, 3). Para determinar su natu- 
raleza estudiamos el signo del determinante: 


0 9z gy| =-— —> mínimo 
A = |gr Lre Lay = + — Máximo 
gy Lyr Lyy| = 0 > duda 


O 1 1 
¡=1)=|1 2 0| =-2-2=-4= mínimo 
1 0 2 


Ejemplo 4.75. Inscribir un rectángulo de área máxima, con los lados par- 
alelos a los ejes de coordenadas, en la región del primer cuadrante limitada 
por la parábola y = 3 — 2? y los ejes de coordenadas. 


Solución. La función a maximizar es el área del rectángulo, a = æ- y. 
La restricción viene determinada por el hecho de que el punto (x,y) debe 
pertenecer a la parábola y = 3 — a?, luego tenemos: 

Y al ser x > 0 por ser (x,y) un punto del primer cuadrante, resulta: 


r=1 > y=2 > A=-1 


Luego el único punto crítico es el punto P(1,2). Para determinar su natu- 
raleza estudiamos el signo del determinante: 


O I Jy O 2r 1| =-— —> mínimo 
A =|g9r Log Lay =|2x 2A 1| =+ — Máximo 
gy Lyr Lyy 1 2x 0| = 0 — duda 
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a=x:Yy 


a 2 = 


de donde, los puntos críticos vendrán determinados 
por las soluciones del sistema: 


Ly =y+2xA=0 
=zr+\=0 
di Lir=x?+y-3=0 


| 
ÉS 
II 


Figura 4.30: y = 3 — x? =g 


De donde, 
0 2 1 
AL(1,2;—1)=|2 -2 1|=2+2+2 = 6 > 0 = Máximo 
1 1 0 


4.10.5. Máximos y mínimos absolutos 


Estamos interesados, ahora,en encontrar el valor máximo y el valor míni- 
mo que alcanza una función continua sobre un recinto cerrado y acotado. 
Bajo estos supuestos, los extremos absolutos de la función, limitándonos a 
dicho recinto, pueden producirse solamente en dos lugares diferentes; o bien, 
en algún extremo relativo que es a su vez extremo absoluto; o bien, en el 
contorno del recinto. 

Si la función no es continua o el recinto no es cerrado y acotado, entonces, ni está garan- 
tizada la existencia de los extremos absolutos, ni que esté situado en dichos lugares. 

Toda función continua definida en un recinto cerrado y acotado alcanza 
un valor máximo y un valor mínimo sobre dicho recinto. Para hallar los 
máximos y mínimos absolutos de una función continua en un recinto cerrado 
y acotado realizaremos el siguiente proceso: 


1. Hallamos los puntos críticos en el ¿interior del recinto. Para ello hallam- 
os los puntos críticos de la función, ignorando el contorno del recinto, 
y una vez hallados los puntos críticos seleccionamos los situados en el 
interior del recinto. 


2. Hallamos los puntos críticos en el contorno del recinto. Para ello estu- 
diamos los extremos de la función condicionados por el contorno; bien 
aplicando los multiplicadores de Lagrange, o bien por sustitución de 
la variable. 
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3. Comparamos los valores de la función en los puntos críticos hallados. 
El mayor corresponde al máximo y el menor al mínimo. 


Ejemplo 4.76. Determinar los extremos absolutos de la función f(x, y) = 
x? + y? en el recinto x? — 2z +y? — 3 < 0. 


Solución. Localizamos el recinto expresando la ecuación en forma canónica 
(x — 1)? + y? < 4, luego se trata del círculo C con centro en el punto C (1,0) 
y radio 2. 

Se trata de una función continua definida en un recinto cerrado y acotado, 
luego alcanzará un máximo y un mínimo en dicho recinto. Para encontrarlos 
seguimos los siguientes pasos: 


(a) En primer lugar determinamos los puntos críticos del interior del recinto, 
igualando a cero las derivadas parciales. 


Za x=0 


AE E pru0.0) ec 


(b) En segundo lugar determinamos los puntos críticos en la frontera del 
recinto, para ello construimos la función lagrangiana: 


Lía,y,A) = £? + y? + Ala? — 22 + y? — 3) 


y buscamos sus puntos críticos: 


Ly =2x + 2141 -21=0 +Ar—-A=0 A=-1>1=0 
Ly = 2y +2ày=0 y+tày=0 > 7 TS 
Ly =£? -2x +y? —-3=0 ) 12-2re+y42-3=0) * ]zr=-1 


Los puntos críticos del contorno son: Pa(3,0) y P3(—1,0). 
(c) Comparamos los valores de la función en cada uno de los puntos críticos, 
el mayor será el máximo y el menor el mínimo. 


F(0,0)=0 mínimo 
F(3,0) =9 Máximo 
f(-1, 0) =1 


Para determinar los máximos y mínimos absolutos de una función con- 
tinua en un intervalo cerrado y acotado no es necesario determinar la natu- 
raleza de cada uno de los puntos críticos. 


Ejemplo 4.77. Determinar los extremos absolutos de la función 
f(x, y) = 2? + 3y? en el recinto 1? — 2x2 +y? — 3 < 0. 


Solución. Localizamos el recinto expresando la ecuación en forma canónica 
(1 — 1)? + y? < 4, luego se trata del círculo C con centro en el punto C(1,0) 
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y radio 2. 

Se trata de una función continua definida en un recinto cerrado y acotado, 
luego alcanzará un máximo y un mínimo en dicho recinto. Para encontrarlos 
seguimos los siguientes pasos: 


(a) En primer lugar determinamos los puntos críticos del interior del recinto, 
igualando a cero las derivadas parciales. 


E x=0 


PA e pru0.0) ec 


(b) En segundo lugar determinamos los puntos críticos en la frontera del 
recinto, para ello construimos la función lagrangiana: 


L(x, y, A) = z? + 3y? + Ma? — 22 + y? — 3) 


y buscamos sus puntos críticos: 


L; =2x +21 -21=0 +Ar-A=0 A=-3>x=3/2 
Ly = 6y + 21y =0 3y+Ay=0 > =3 

— n2 2 2 2 y=0 
Lir=x*-2x+y*-3=0 zl —2x+y-3=0 x= -—l1 


Para z = 3, resulta, de la tercera ecuación, 2 — 3 + y? — 3 = 0, de donde, 


o a NE EE 
y =6-— 1 = 7, y en consecuencia y = + 4 


Luego los puntos críticos del contorno son: 


Pa(3,0), Pa(=1,0), ACV 15), Ps(3, 2). 


(c) Comparamos los valores de la función en cada uno de los puntos críticos, 
el mayor será el máximo y el menor el mínimo. 


F(0,0) = 0 — mínimo 

f(3,0) =9 

f(-1,0) =1 

GVP Máximo 
18 (8) =4 +4 H — Máximo 


Para determinar los máximos y mínimos absolutos de una función con- 
tinua en un intervalo cerrado y acotado no es necesario determinar la natu- 
raleza de cada uno de los puntos críticos. 


Ejemplo 4.78. determinar los extremos absolutos de la función 
Hu, y) = zyl — 2? — y”) 


en el conjunto A = f(x, y) ER? tales que0d<x*<1,0<y<1) 
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Solución. La función f(x, y) = zy(1 — x? — y?) = xy — a%y — xy? es continua 
en todo R?. El recinto dado es el cuadrado unidad situado en el primer 
cuadrante. Por tanto, se trata de una función continua definida en un recinto 
cerrado y acotado, luego alcanzará un máximo y un mínimo absoluto. Para 
encontrarlos, seguimos los siguientes pasos: 

(a) En primer lugar determinamos los puntos críticos del interior del recinto, 
igualando a cero las derivadas parciales 


felz, y) =y-32%y-y=0 1] y(1-32*-y?%)=0 
fy(£,y) = x — z? — 3ry = 0 x(1 — z? — 342) = 0 


Para resolver el sistema igualamos a cero cada factor de la primera ecuación 
con cada factor de la segunda ecuación: 


1S y=0 
e r=0 } P.0,0) 


a y=0 ) y=0 ' y=0 } Pa(1, 0) 

22 | 1-22-3y=0f 1-22=0f z= Q1(=1,0) Z A 

29 1- 3z? -y2 =0 | 1-42=0 | y=1 | Px(0, 1 

= >= ' p= r= aa 
2 


1 — z? — 3y? = 0 
TEA A do a A 


T Eea a y? =1-3x 


—81? = -2 x? = 1/4 x = +1/2 x = +1/2 
=+41/2 | Pa(1/2,1/2) 
g= +172 el resto no 


(b) En segundo lugar determinamos los puntos críticos de la frontera del 
recinto. Estos puntos críticos serán los cuatro extremos del recinto P; (0, 0), 
P(1,0), Px(0,1), Ps(1,1), y los puntos críticos situados en los cuatro seg- 
mentos de la frontera del recinto, que los hallamos por sustitución en z = 
Ha, y) = 2y(1— z? — y?) = xy — x%y — xy?, estudiando los puntos críticos 
de las funciones resultantes, que son de una sola variable. 


x =0 > z = 0 > 7’ = 0 para cualquier valor de y — Pg(0, y) 
zr=1>z=y-y-y? = y? > z = -3y =0 > y = 0 > Pa(1, 0) 
y = 0 > z = 0 > 2! = 0 para cualquier valor de x —> P¿(x, 0) 


3 3 `œ z! = —3x? = 0 —> x = 0 — Px(0,1) 


y=l=>z=gr-r T= =i 
(c) Por último comparamos los valores de la función en cada uno de los 
puntos críticos, el mayor será el máximo absoluto y el menor el mínimo. 


F(0,y) = f(=,0)=0 
f1,1)=1-1-1=-—1 mínimo 
f(1/2,1/2) = 1/4 — 1/16 — 1/16 = 2/16 = 1/8 Máximo 


4.10. EXTREMOS DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 315 


Para determinar los máximos y mínimos absolutos de una función conti- 
nua en un recinto cerrado y acotado no es necesario determinar la naturaleza 
de cada uno de los puntos críticos. 
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4.11. Problemas propuestos del Capítulo 4 


Ejercicios propuestos del Capítulo 4 


Soluciones en la página ?? 


4.1. Estúdiese la continuidad y diferenciabilidad en R? de la función f definida por 


zseny . 
e EEN) 

O 
i í o aen 


4.2. Encontrar y clasificar todos los puntos críticos de la función f(x, y) = 2x? — y? —2x£y 


Problemas resueltos del Capítulo 4 


4.1. ¿La ecuación 3y?°x* — a*y = 2 define una función y = f(x) derivable en z = 1? 
Justifica tu respuesta y en caso afirmativo calcula f'(1) y con su ayuda determina la 
ecuación de la recta tangente a la curva 3y?x* — a*y = 2 en el punto (1, f) 


Solución. El teorema de la función implícita afirma que una ecuación F(x,y) = 0 define 
una función y = f(x) derivable en un punto xo, si se cumplen las tres condiciones sigu- 
ientes: El punto P(xo,Yo) con yo = f(£o) cumple la ecuación F(P) = 0, las derivadas 
parciales de F en P son continuas, y Fy(P) 4 0. 

- El punto que cumple la ecuación dada, viene definido por: 


3y*1* — 1%y =2 3y—-y-2=0 


de donde, aplicando Ruffini, se tiene: 


3 0 -—1 -2 
3 i 2 A y=1 
1 | - o E 2 3y” —y—2 = (y-1)(3y+3y+2) = 0 > f 3y? +3y+2=0 


3+v9-— 24 3+vy-15 


puesto que 3y? + 3y + 2 Æ 0, ya que, si no, sería £ = = 


resulta que, para x = 1, el único punto P(1, f(1)) que ol ecuación dia es el punto 
(1,1). 

- Las derivadas parciales de F(z, y) = 3y?x* — z°y — 2 son continuas en todo R? y por 
tanto en P, por tratarse de una función polinómica, en efecto: 


F, (£, y) =12y*x* — 2xy 
E, (2,y) =9y0* — a? 


- Y además: F,y(1,1) =9-1=8H0. 
Luego podemos afirmar la existencia de la función y = f(x) que cumple f(1) = 1 y que 
es derivable en x = 1. Además, en virtud del teorema de la función implícita tenemos: 


> —Fa (1, y) —12y%x* + 2xy ; 
Ra a 1 pao A 
plo) E, (w, y) 9y?x* — q? PO 8 4 


y teniendo en cuenta que la ecuación de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto 
P(1,1) viene definida por: 

y=f0+F(1) (2-1) 
He 1) 5r +4y=9 


resulta: y=1 
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Problemas propuestos del Capítulo 4 


Soluciones en la página 381 


4.1. Demostrar la relación existente entre la derivada direccional y las derivadas par- 
ciales de una función diferenciable, aplicando la regla de la cadena con una variable 
independiente 


Capítulo 5 


Integral definida 
y Cálculo de primitivas. 


5.1. La estimación de un área. Sumas de Riemann. 


5.1.1. Significado geométrico de la integral 


Con la integral definida se pretende calcular el área de una región del plano 
limitada por una curva cualquiera. 


A TTTTTTTTTAS 


ATT 0 


CUIDA 


Nota. Es una costumbre muy extendida resaltar las áreas marcándolas con 
múltiples líneas paralelas. Mucha gente traza estas líneas de manera oblicua. 
Sin embargo, esta manera de trazar las líneas no conduce a ningún resultado 
práctico. Si queremos que el rayado nos de luz y podamos visualizar algunas 
propiedades, este rayado habrá de hacerse con líneas verticales u horizon- 
tales. Así, entre cada dos líneas podemos imaginar un estrecho rectángulo. 
Lo que es fundamental en el cálculo integral. 


En particular: 
1. Sila función f es positiva sobre el intervalo cerrado [a, b]. La integral 
definida de la función f sobre dicho intervalo representa el área de la 


región limitada por la curva, el eje OX y las perpendiculares por los 
puntos a y b. 
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b 
Figura 5.1: f f(x)dx = área bajo la curva. 


2. Sila función f es negativa sobre el intervalo cerrado [a, b]. La integral 
definida de la función f sobre dicho intervalo representa el área de la 
región limitada por la curva, el eje OX, y las perpendiculares por los 


puntos a y b, pero con signo negativo. 


YA 
E a 


b 
Figura 5.2: f f(x)dx = — área sobre la curva. 


3. Sila función toma valores positivos y negativos sobre el intervalo cer- 
rado [a, b]. Entonces, la integral definida de la función f sobre dicho 
intervalo representa la suma de las áreas de las regiones comprendidas 
entre la función, el eje de las x, y las perpendiculares por a y b, pero 
asignándole a cada una de ellas el signo + o — según que esté por 
encima o por debajo del eje x. Por lo que en tal caso la integral no nos 


da una medida del área. 


b 
Figura 5.3: f f(x)dx = área 1 - área 2 + área 3. 
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Cálculo de integrales mediante áreas 


Lo normal será calcular áreas a partir del concepto de integral. No obstante, 
en ocasiones, el significado gráfico de la integral nos permitirá calcular al- 
gunas integrales mediante áreas. 


Ejemplo 5.1. Hallar gráficamente la siguiente integral: 


Puya 


Solución. Representamos la función y = z — 2 y hallamos las áreas corres- 
pondientes. 


MEA 
2 2 2 
y La integral vendrá definida como la suma arit- 
A mética de las áreas correspondientes, asignado sig- 
“g no negativo a las áreas situadas por debajo del eje 
| 1Y 4 j horizontal y positivo a las situadas por encima. Es 
decir: 
. 4 
Figura 5.4: fe-2a- Ai +4 = p2 
1 


5 
Ejemplo 5.2. Hallar gráficamente f y 25 — 22 dz 
-5 


Solución. Representamos la función y = v25 -— x? y hallamos las áreas 
correspondientes. Para ello eliminamos la raíz cuadrada. 


y=vV2B-x? (>y>0) > y =2-« > a4y=25 


Luego se trata de la semicircunferencia superior de radio 5 y centro el origen 
de coordenadas. 


a 4 1 _ 2 
2 2 
La integral vendrá definida como el área del 
z semicírculo. Es decir: 
-5 | 5 a 
25 
f JB- dr = 

Figura 5.5: -5 2 


2m 
Ejemplo 5.3. Calcular gráficamente | sen z dx 
0 
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Solución. Representamos la función y = sen zx y hallamos las áreas corres- 
pondientes. Al ser la función simétrica respecto del eje horizontal resultan 
las áreas iguales y por tanto se compensan, dando una integral nula. En 
efecto. 


y 


2m 
/ senxde=A-A=0 
0 


Figura 5.6: 


El método exhaustivo o de llenado para el cálculo de áreas 


Este método era utilizado por los griegos para el cálculo de áreas planas y 
consiste en lo siguiente: Para calcular el área de una región plana irregular 
se sigue el siguiente proceso: 


(a) Para el cálculo aproximado del área. Se rellena la región lo más posible 
de polígonos (triángulos, cuadriláteros, rectángulos, trapecios, etc.) y luego 
se toma como valor aproximado del área de la región la suma de las áreas 
de todos estos polígonos. 


is 
e 5 A =~ A + Az + A3 + A4 + A5 
— 


li 
A 


(b) Para el cálculo exacto del área se sigue el siguiente proceso: 


1. Se idea un procedimiento de división en polígonos que vaya aproxi- 
mando de manera sucesiva al área total buscada. 


2. Por paso al límite se llena la figura y se calcula el área exacta. 


Por ejemplo, supongamos que queremos calcular el área del círculo cono- 
ciendo la longitud de la circunferencia. Para ello ideamos el siguiente pro- 
cedimiento: 


1. Dividimos el círculo en triángulos isósceles iguales, con vértice común 
en el centro del círculo. El proceso de “llenado” se obtiene aumentando 
el número de triángulos. El área del circulo será aproximadamente 
la suma de las áreas de los triángulos. El área de cada triángulo es 
T= ibh donde b es la base y h la altura 

2. Por paso al límite obtenemos el área total del círculo (la altura del 
triángulo se transforma en el radio del círculo y la suma de las bases 
en la longitud de la circunferencia. 
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1 
Ts | Th ~ zoh + gbh +: + 3bh 
T, T, 1 
Ñ > =h(b1 + ba +--+ bp) 
2 
T5 Tg Lol 
Te Ty 1o eaen 
C =R2MR=1R” 


La dificultad de este procedimiento está en idear, en cada caso, el proceso 
de “llenado”, y principalmente en saber dar el “paso al límite”. 


Sumas de Riemann 


Riemann utilizó el método exhaustivo, pero utilizando siempre rectángulos. 
El proceso de “llenado” consiste en estrechar al máximo los rectángulos. 
Se divide la región en rectángulos. En la práctica dichos rectángulos serán 
horizontales o verticales. Sin embargo, para el planteamiento teórico supon- 
dremos que dichos rectángulos son verticales. Los rectángulos no tienen por 
qué tener la misma anchura. La altura del rectángulo puede ser cualquier 
valor comprendido entre el valor mínimo y el máximo de la función en cada 
uno de los subintervalos. De esta manera el área de la región se puede apro- 
ximar, cuanto queramos, mediante la suma de las áreas de los rectángulos. 


y? 


a ti Za z3 b 


Figura 5.7: Área bajo la curva ~ suma de las áreas de los rectángulos. 


Teniendo en cuenta que el área de un rectángulo se obtiene multiplican- 
do la base por la altura, tenemos las siguientes sumas, según tomemos los 
rectángulos de altura mínima, intermedia o máxima. 


a b S a  t1122X3b 
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mi(x21 — a) + malx2 — £1) + ma(x3 — 22) + ma(b— 23) < 
< fade — a) + f(072)(v2 — 21) + f(23)(03 — 22) + f(xa)(b— 23) ~ f(x) du < 
< Mi(21 — a) + Ma(22 — 21) + M3(£3 — 22) + Ma(b— 23) 


A la suma de las áreas de los rectángulos se les llama sumas de Riemann. A 
la primera de ellas se le llama suma inferior y a la última suma superior. 
En general, poniendo Ax; = zi — £i—1, resulta: 


Pro f(e) de = fa) Ar; + f(a3) Axa +> + (0%) Az, 


La integral como el límite de una suma 


La integral puede interpretarse como el límite de la suma de las áreas de los 
infinitos rectángulos infinitesimales. Es decir, 


Pro dx = „V o DAR tf (23) Ara +f (0 *)Azn) = ¿m DE Az; 


PEEN P EA 


que podemos expresar como: 


| Od Jm Y Senan, 


donde z; es un punto cualquiera del subintervalo correspondiente. 


5.1.2. Cálculo de límites utilizando el concepto de integral 


Supongamos que utilizamos una partición regular del intervalo [0, 1], es de- 
cir, todos los subintervalos con la misma anchura, por ejemplo, dividiéndolo 
en n partes iguales. Tendremos todos los rectángulos con la misma base, 
Ax = 1/n. Como altura de cada rectángulo podemos tomar la imagen del 
extremo derecho del subintervalo correspondiente. En este caso, la integral 
entre [0, 1] de una función continua se puede expresar de la siguiente forma: 
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Figura 5.8: 
l i.i 2 1 1 
f Foda la GG HE eE) = 
1, 1 2 
= ím E T no + +45) = 
Zaak 
= i n 2 a 


Y viendo la igualdad de derecha a izquierda, tenemos: 


n 2 l 
lm UDHË +E) = m IS f o 
k=1 o 
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lo que nos permite calcular el límite de algunas sumas a partir del concepto 


de integral. 


Ejemplo 5.4. Calcular el siguiente límite: 


K 1 2 n 
ha e a OO 24? 


Solución. Sacamos factor común la base de los rectángulos, 1/n, y el resto 


lo expresamos en función de k/n. 


im ( 1 2 n ) 
n>% (1+? 2+n? n? +n? 
= lím ( £ l n hot) = 
n>on11+n2? 2+n? n2 + n2 
a cl Ya, 2m 1 ) 
Aao a GFA 


Ejemplo 5.5. Calcular el siguiente límite: 


i R yot pl 
im | ... 
n>oœ (n? +1 n?+4 n? + n2 
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Solución. Sacamos factor común la base de los rectángulos, 1/n, y el resto 
lo expresamos en función de k/n. 


i n n 
a e 
n>œ (n2? +1 n?+4 n? + n2 
1 n? n? n? 
=l 2 E-z | t-z 0 7 
n>onAint+1  ni+4 ne+n 
1 1 1 e 1 
m | ho = 
A E EERI 
KUE e 1 1 1 1 r 
A J, a” [eet] 


Ejemplo 5.6. Calcular el siguiente límite: 


ta (yi | GII | a) 


Solución. Sacamos factor común la base de los rectángulos, 1/n, y el resto 
lo expresamos en función de k/n. 


ln ( n n i | n ) 
n>00 \ (n+1) — (n+2)? n+n) 
aid 1 ( n? n? Heed n? mm 
n>0o0 nl (n+1)? - (n+ 2)? 


Ejemplo 5.7. Calcular el siguiente límite: 


; 1 1 1 
lím | +4 
n=œ \n+1 n+2 n+n 


Solución. Sacamos factor común 1/n y el resto lo expresamos en función de 
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P 1 1 1 
n>% \n+1 n+2 n+n 
al n n n 
= lím + pare = 
im (2 n+2 =) 
| 1 1 1 1 
= ım | | | == 
non (I+ I+2t U tI 
15 1 ti 1 
= lím — T Si dx = [m11 + z] =]n2 
noon i+ A 0 


Ejemplo 5.8. Calcular el siguiente límite: 


ct EN CAE 


n 


N—00 


Solución. Sacamos factor común 1/n y el resto lo expresamos en función de 
n VA EE y 
i Ye + Ve + +Ver km L (amg ema.. e) = 


n n—=00 n 
1% L 1 
= lím — ) ol e” dz = Ed =e-1 
n= n 0 0 
k=1 
Ejemplo 5.9. Calcular el siguiente límite: 


 1É€ 
lím T J k’ 
n> n} 

k=1 


N—00 


Solución. Sacamos factor común 1/n y el resto lo expresamos en función de 
k/n. Téngase en cuenta que al ser k el índice del sumatorio, todas las demás 
variables son constantes y se pueden introducir en el sumatoria, incluida la 


propia n. 
E T= EN ml e a TRA 
AI D(F) = f d 
k=1 = k=1 
x1 1 
a E 


Ejemplo 5.10. Calcular el siguiente límite: 


T E n—1 
AE TSR 2 


N—00 
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Solución. Sacamos factor común 1/n y el resto lo expresamos en función de 
k/n. Téngase en cuenta que la falta de un rectángulo infinitesimal no afecta 
al resultado. 


y 1 2 n—1 1/1 2 n— 1 
lím H Feee + = lím Pha = 
n= | n2 n2 n2 a O ñ 7 
1 1 2 =] Lp 1 
= lím (o. A: j= ím === zdx= 
n=>œ n n n n n=>on n 0 
q271 1 
E Fh? 


Intervalo de integración distinto del [0, 1] 


En el cálculo de límites mediante integrales, el intervalo de integración puede 
ser cualquiera. En efecto, si utilizamos una partición regular, la integral entre 
|a, b] de una función continua se puede expresar de la siguiente forma: 


Y A 
= f(x 
YH AEN Al dividir el intervalo |a, b] en n partes 
n_pPÍ | iguales, la base de cada uno de los n 
rectángulos infinitesimales será: Ax = 
-a 
' ma , y por lo tanto las coordenadas de 
a tito “** b n f 
los puntos £1, £2, ... serán: 
Figura 5.9: 
b—a b-a 2 
zı =@ + ——, t2=40+2 =a+-(b-a), ... 
n n n 
b—a k 
Tk=a+k =4a+-—(b- a) 
n n 


Y tomando f(x;) como altura de los rectángulos, resulta: 


f seas lím (1600 rn a 8) 


n n 


= lim ——(f(01) + (22) + +/(0n)) = 
= Mm —— > $ (21) = lim 22 A( +-(b=4)) 
k=1 k=1 
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Si b— a es un número entero, entonces podemos dividir el intervalo [a, b] en 
(b— a)n partes iguales, con lo cual la base de los rectángulos infinitesimales 


resultantes sería Ax = USO = k Con lo cual £k = a + E Y resulta: 
(b-ajn n n 
(b—a)n k b 
lím — “]= d 
pii 2, f (a+ £) i f(x)dx 


La clave para determinar los límites de integración [a, b], está en conocer el 
primer y el último valor de f(x), es decir, f(a) y f(b). Más que la fórmula, 
debe buscarse el proceso de integración, utilizando un gráfico auxiliar. Unas 
veces habrá que pensar que sólo la unidad se ha dividido en n partes y otras 
que todo el intervalo de integración se ha dividido en las n partes. 


p >, T T 217 n — l)r 
Ejemplo 5.11. Calcular lím (sen H sen H- + sen Lo) 
n>o00 n n n n 
Solución. Podemos suponer que el intervalo [0,7] lo hemos dividido en n 
partes iguales. La base de los rectángulos infinitesimales será Az = r/n, y 
los puntos de la partición 11 = T/N, 12 = 27/n, ..., 2, = nT/n. Falta un 
nT 


término, pero no afecta al resultado, ya que sen — = sen m = 0. 
n 


E 21-37 
O n nn T 
de donde, 
li E T 277 (n — 1)r 
lím — | sen — + sen +--+ sen = 
n= n n n n 
y T T 277 nT v T 
= lím sen — + sen H- + sen = senudx=|-—cosíi| = 
n= n n n n 0 0 


= — cost +cos0=1+1=2 


Como regla práctica para determinar los límites de integración y el corres- 
pondiente incremento de x puede utilizarse la siguiente: Una vez determina- 
do el valor de z = En, tenemos: 


kr 
rt = — k=n > T©T=T b=r 
E k=l == => Ag=* 


3 


n= n 


1 k 
Ejemplo 5.12. Calcular lím = sen ( z) 
n 
k=1 
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Solución. Igual que en el ejemplo anterior, podemos suponer que el intervalo 
[O, 1] lo hemos dividido en n partes iguales. La base de los rectángulos 
infinitesimales será Ax = r/n, y los puntos de la partición 11 = T/N, 13 = 
2T/N, ..., En = E 


A a ... TE 


En consecuencia necesitamos sacar factor común el incremento de Ax = 4, 


de donde, 


lím Y = sen (=) = lím ES sen (27) = lím ES sen (5) = 
n=00 n n n>o0 n n TN=o00 N n 
= i E 


Ejemplo 5.13. Calcular el siguiente límite: 


a a e 
ım 


n— oo n 


Solución. Podemos suponer que el intervalo [0, 2] lo hemos dividido en 2n 
partes iguales. La base de los rectángulos infinitesimales será Ax = 1/n, y 
los puntos de la partición zı =1/n, 12 =2/n, ..., In =2n/n= 2. 


1 2 3 
0 n 


n ... — 
n n n 


En consecuencia, sacamos factor común 1/n y el resto lo expresamos en 
función de k/n. 


n PDA A y ¿2n 
lím Ye+ Ve + Tve = lím 1 (em f em ol n/m) E 


n—=00 n n=o00 n 
2n 2 
ll 2 
= lím =% e!" = e* de = [e*| =e -1 
n=>œ n 0 
k=1 0 


5.1.3. Propiedades de la integral definida 


a) Relativas al intervalo de integración. 


1. Sia < b no tiene sentido hablar del intervalo [b, a]. No obstante, se 
admite por convenio que: Al intercambiar los límites de integración, la 
integral cambia de signo. 
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á j 
i + izi Z ig / Hajdo=- | fa) dz 
a b la b b a 
2. Silos límites de integración coinciden, la integral vale cero. 
a 
1 f(x)dx =0 
a 


3. La integral de una función siempre está contenida entre dos valores: 
El rectángulo mínimo y el rectángulo máximo. 


i E A 


m b 
5 mba) <f iante (6.1) 


4. Cualquiera que sean los números a, b y c, se cumple que: 


| tot f tejd+ f Hod 


siempre que la función sea integrable sobre dichos intervalos. Esta 
propiedad se cumple aunque el punto c no esté situado entre a y b. 


+ 


b) Relativas al integrando. 


1. La integral de la suma es la suma de las integrales. 


f Gt) f todt seas 


2. Un factor constante puede sacarse fuera de la integral. 


f tor f sar 
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3. La integral de una función positiva, es positiva. 
b 
f(z) 20, zelab] = f f(x)dx > 0 
a 
4. Si una función es menor que otra, entonces su integral también lo es. 


b b 
f(x) < g(x), x € [a,b] > f tods | oaar 


4 2 
Ejemplo 5.14. Sabiendo que I f(t)dt = —5 y Í 2f(t)dt = —1 
1 1 


4 
hallar: T F(t) dt 
2 


Solución. 


2 2 2 1 
f roaz) roa=-1> f 2f) dt = 3 


4 2 4 1 4 
J roa- f rodas f roa=-7 +f E =-5 
luego 


Proa 1-2 
2 2 


Ejemplo 5.15. Sabiendo que: 


1 
Calcular / g(z) dx 
0 


Solución. 


1 1 = 
EE E pa f sioan e 
i f(x)dx + fi g(x) dr =3 4 3 2 

de donde, 
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Ejemplo 5.16. Establecer una relación de desigualdad entre las siguientes 


parejas de integrales: 


1 1 2 2 
f Vz dx / ada f Vz dx | ada 
0 0 1 1 


Solución. Si observamos las gráficas de ambas funciones en los dos intervalos 


de referencia, resulta: 


il 1 
0<a<1>yzz > | vzde > | r? de 
(0) 0 


2 2 
soso vzs f vidas | a? da 
1 1 


5.2. El teorema fundamental del Cálculo 


La función integral o función área 


Dada una función integrable en un intervalo cerrado [a, b], se define su fun- 
ción integral sobre dicho intervalo como el área bajo la curva desde el punto 
a hasta un punto variable t € [a,b] O bien, dado que es más habitual hablar 


YA 


F(t) = | ' f(x) de 


MS 


Figura 5.10: 


de F(x) en lugar de F(t), basta con intercambiar los papeles de ambas vari- 


ables. 


Y4 


Fiáj= f Wa 


Figura 5.11: 
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Teorema fundamental del Cálculo 


Teorema 5.1. Si f es una función continua en el intervalo cerrado [a,b], 
entonces su función integral, F(x) = [7 f(t) dt a< z< b, es continua en 
[a,b] y derivable en (a,b), y su derivada F'(x) = f(x). 


f continua en |a, b] 


F(a) = J? f(e) dt ) AS 


Demostración. Aplicando la definición de derivada a la función F, resulta, 


z+h z 
F'(x) = lím (24h) Fl) _ n da Od- f, Ot _ 
a x+h x 
1 BIORE Od- [EF de _ 
x+h t) dt F! 
-pim E FOE L n ELR L fa) 


En la demostración se ha tenido en cuenta que, para h pequeño, 


En efecto, 


Yt La integral 


Jo os 


f(x) 
= a representa el área del rectán- 
gulo infinitesimal de base h y 
Figura 5.12: altura f(x). 


De una manera más formal, teniendo en cuenta la desigualdad (5.1), se 
puede establecer de la siguiente forma: 


x+h x+h t) dt 


de donde, tomando límite, 


pa (t dt 
lím M, < lím + < lím Mz 
—>0 h=0 h=0 
de donde, 
7570 dt 7570 dt 
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Lecturas del teorema fundamental del Cálculo 


Del Teorema fundamental del Cálculo se pueden desprender las siguientes 
interpretaciones: 


1. Sila función f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces su 
función integral F(x) = f7 f(t)dt , es una primitiva de f(x). 


2. Toda función continua sobre un intervalo cerrado, tiene una primitiva 
sobre dicho intervalo. 


3. La derivada de una integral, con límite superior variable, respecto de 
dicho límite superior, coincide con el valor del integrando en dicho 
límite superior. 


E f tOa= re) 


4. La derivada del área coincide con el valor de la función en la frontera: 


Círculo Esfera 
i V = Dr 
Fx); 3 
og 211 A = 4rr? 
6 i p L=a' (r) A=V'"(r) 
Figura 5.13: 


Derivada de integrales 
d Ż = 
Ejemplo 5.17. Hallar F Va2+1de 
0 


Solución. Aplicando directamente el teorema fundamental resulta, 
d t 
g| VE +Ldx= Ve +1 
0 


3 
Ejemplo 5.18. Hallar T sen? z dx 
t 


Solución. Para poder aplicar el teorema fundamental, el límite variable, 
respecto del que se deriva, ha de ser el límite superior de la integral, en 
consecuencia habrá que intercambiar los límites, 


d f’ d E 
F snsd =£- f sen? z dz = — sen? t 
dt Ji dt 3 


336CAPÍTULO 5. INTEGRAL DEFINIDA. CÁLCULO DE PRIMITIVAS 


Derivada de integrales cuando el límite superior es una función 


Cuando la variable de integración no coincide con la variable de derivación, 
aplicamos el teorema de la derivada de la función compuesta 


+S gas loa EJ 10 


= (f roa) Z= 10 = ool se) 


d f” 
Ejemplo 5.19. Hallar F cos a” dx 
0 


Solución. 


d f? 
T / cos z? dy = cos(t?)? . 2t = 2t cos tt 
0 


Derivada de integrales cuando los dos límites son funciones 


Aplicando los resultados anteriores, resulta, 


d pa) d a glz) 
El sa = elf. rodas f foa) a 


2) 
h(x) (x) 
el soars [7 soar) seo sunt) = 


Es decir, 


3 
d T 

Ejemplo 5.20. Hallar zf lntdt 
dz Jz2 


Solución. Aplicando la fórmula (5.2) resulta, 
3 


Ef ln tdt = lIn z? - 3x2? — In 2? - 22 = 92? ln x — 4g ln g = (9x? — 4x) lng 
T 


q? 


d [72 
Ejemplo 5.21. Hallar — cos t? dt x>0 
T J1/z 


Solución. Aplicando la fórmula (5.2) resulta, 


vz 1 la =1 
S i = 


1 
2 4 = ap 
cost” dt = cos( yx) Fo = 12 2yr 


dx 1/x 
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pa sen vt dt 


Ejemplo 5.22. Hallar el límite lím a 


a>0+ T 


Solución. La sustitución directa da la indeterminación 0/0 que se rompe 
aplicando la Regla de L’Hôpital. En efecto, 


2 

j Jo sen vtdt E im EAT: 2x a 2z? 2 

1m = = C — z= 
2>0+ 3x2 >0+ 322 3 


À ES qn 

. Eo ade. focos? dt 

Ejemplo 5.23. Hallar el límite lím — 
t> T 


Solución. La sustitución directa da la indeterminación 0/0 que se rompe 
aplicando la Regla de L”Hópital. En efecto, 


, Jo cost? dt 0 , COST 
lím = | 
x—0 T 


o 7 yigtdt 


Ejemplo 5.24. Hallar el límite lím =————— 


a>0+ pe vsen t dt 


Solución. La sustitución directa da la indeterminación 0/0 que se rompe 
aplicando la Regla de L”Hópital. En efecto, 


tin do ER. yo AÑO de, EE 
ro 0+ J? Vsent dt 2>0+ En - a>0+  ytgz 
COS” YT 


5.2.1. Regla de Barrow: La integral como una primitiva 


Teorema 5.2 (Regla de Barrow). Si f es una función continua en el 
intervalo cerrado [a,b] y G es una primitiva cualquiera de f, entonces: 


b 
l H(a) de = G(b) — Gla) 


Demostración. Sea f continua en [a,b] y G una primitiva cualquiera de f. 
Por ser f continua sobre [a, b], su función integral F(x) = f7 f(t) dt será una 
primitiva de f. En consecuencia tendremos dos primitivas de una misma 
función que, por tanto, se diferenciaran en una constante G(x) = F(1)+C, 
de donde, 
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Observaciones: 


1. La importancia de esta regla es fundamental, ya que pone en relación 
las integrales con las derivadas. Sin embargo hay que advertir que 
solamente es aplicable a funciones continuas definidas en intervalos 
cerrados. 


2. Para hallar la integral definida de una función continua en un intervalo 
cerrado seguiremos el siguiente proceso: 


a) Se halla una primitiva cualquiera de la función, sin tener en cuen- 
ta la constante (la más sencilla). 


b) Se sustituyen en esta primitiva los límites de integración -el su- 
perior y el inferior- y se restan los resultados. 


T f(x)dx = |f r de) = [e)] = G(b) — G(a) 


1 
Ejemplo 5.25. Calcular / r’ de 
0 


Solución. Basta con encontrar una primitiva de z? y evaluarla en los ex- 
tremos de integración. 


1 371 
2 T 1 1 
d == — 0 = 
a as 
Ejemplo 5.26. Hallar el área de la región bajo la gráfica de y = sen xz entre 
OyT. 


Solución. El área viene definida por la siguiente integral, 


y = sen T 
pa a= sen x dx = |- cosa] = — cos T + cos 0 = 
T 0 0 
=-(-1)+1=1+1=2 
Figura 5.14: 
V3 dz 
Ejemplo 5.27. Calcular 
jemp PX 
Solución. 
v3 d 
l a5 [arctga]] = arctg V3- arctge1= 5 -1i 
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Integración de funciones definidas a trozos 


xr? si0<xw<1 


Ejemplo 5.28. Dada la función definida por f(x) = 
x sil<x<2 


2 
calcular | f(x) dx 
0 


Solución. Descomponemos la integral con objeto de integrar por tramos, 
utilizando en cada tramo la función correspondiente. 


2 1 2 371 272 
2 £ £ 1 1 1l 
Proa E d+ f xdr 51. pi 3 > 5 


2 
Ejemplo 5.29. Calcular la integral / |1 — z| dx 
0 


Solución. Separamos los dos casos del valor absoluto. 


islas l-z si 1-2>0 _ J l-x si m<l 
E ~ E O E \z-1 si x>l1 


de donde, 
2 1 2 q? 1 qe 2 
Ji-eide= fa 0)de+ | (e E | | 2! = 
0 0 1 2 Jo 2 1 
1 4 1 
=1 2 F1=1 
2*3 2 


Ejemplo 5.30. Dada la función flx)=x -2 si x€(1,2] 


determinar F(x sil O) 


Solución. El valor de F(x) dependerá del tramo en el que está situada la x 


e [0,1] > F(z j= [010 t) dt = pes 
€ (1,2] > F(x )= [010 t) dt = [rats food = (0) +[-2i= 


=1-20+2=-20+3 
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reas == f 1a f -zat f ta 
1 


2 Pai r? 4 r? 
=t — 2t =l =1-4+234 = 

[ p + [ K e [ 2 15 2 2 2 3 
de donde, la función F vendrá definida por: 


Jl j T si x € [0,1] 
g ka . 
> > F(x) = ri +3 size (1,2) 


E 373 sise (2,3 


Figura 5.15: 
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B. Cálculo de primitivas. 


5.3. Integración inmediata. 


Definición 5.1 (Primitiva). Una función F(x) se llama primitiva de otra 


función f(x) si F'(x) = f(x). 


Proposición 5.1. Si una función tiene una primitiva, entonces tiene in- 
finitas, que se diferencian entre sí en una constante. 


Definición 5.2 (Integral indefinida). Se llama integral indefinida de una 
función f(x) al conjunto formado por todas sus primitivas, y se denota por: 


fro) dx = F(x)+ C 


Ejemplo 5.31. Hallar fe +2? + 1) dx 


Solución. Buscamos una primitiva del integrando, es decir una función tal 
que al derivarla nos de el integrando. En consecuencia, 


f+) de == PRO 


Nota. Como consecuencia del Teorema fundamental del Cálculo se puede 
afirmar que toda función continua tiene una primitiva. Pero eso no significa 
que esa primitiva se pueda expresar en términos elementales. Por ejemplo 
la integral f == dx solamente se puede calcular desarrollando en series 
el senz, con lo cual obtenemos como resultado de la integral, un desarrollo 
en serie. Es decir, obtenemos el desarrollo en serie de la primitiva, pero no 
obtenemos la primitiva expresada en términos elementales. 


5.3.1. Propiedades de la integral indefinida 
1. d(f f(0) de) = f(x)dx 

2. (f flæ) dr) = f(x) 

3. fdafía)=f(0)+C0 

4. f[f(a)+9(2)] dr = f f(£)dx f g(x) de 


5. f r f(x) dz =r f Fx) dx Un factor constante puede sacarse fuera del signo de 


integración. 
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5.3.2. Tabla de integrales inmediatas 


fdr=x+C fsenzdx = — cosx + C 
Jard =% +c f cosx dz = senz + C 
¡E =mļel+0 J sec? zdz = tgr +C 
ferdo=er +0 J csc? £ dz = — cot £ + C 
Jed = E +0 f senh x dx = cosh x + C 
Sia =eetga+0 f cosh xdg = senh x + C 
pen = =arctg” PO =tghzx +C 
3 = arcsen z + C E = —cothz + C 


z 
= arcsen — + C 
a 


Aunque no son inmediatas, también deben tenerse presente las siguientes 
integrales por aparecer con mucha frecuencia. 


1 —1 1 
Sn = — — = 
Jar=z; tO Pa” yz +C 
ftgzxdx =—In|cosx|+C J cotg zdz = In |sen z| + C 
dx l1, (2-1 
lea a" +0 
¡HG =m (e+ vF) +0 [= =m(0+ 2-1) +C 
vL+2* va?—1 


1 3? 
Ejemplo 5.32. Hallar la integral l (va + z) dx 


Solución. Realizando el cuadrado tenemos: 


147 1 q? 
Jvi+ E) d= f (r+2+2) de= E +20+ mjete 


1)2 
aa 
1 zx 


Ejemplo 5.33. Hallar la integral f 


Solución. Operando tenemos: 


2 2 2 
[E> d= f? a fE +1) +22 p 


r? +r x(a? +1) x(a? +1) 


1 2 
= [ (2+ 25) dz = ln |æ| +2arctgx+C 
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Ejemplo 5.34. Hallar la integral ] (tg x + cot 2) de 


Solución. Operando tenemos: 


f (ten +cotaJar= f (1620 +2tg2 cota + cot? jade = 
= f (tz+2+cot?a)dz = | (18% +14 14 cot? 2)da = 
= f (tx+1)de+ f (1+ cot?ajde= f setada + | cse? zde = 
= tgx — cott + C 
Ejemplo 5.35. hallar [Fia 


Solución. En este caso tenemos que tener en cuenta la derivada de una 
función compuesta. 


2 3/2 
[avia |e a EZ 0 
= (æ? +1) V37+1 +C 


5.4. Integración mediante cambio de variable 


El cambio de variable en una integral indefinida se puede efectuar de dos 


formas: 
1. Cambiando la variable x por una función x = g(t), donde g(t) es una 


función monótona continuamente derivable de una nueva variable t. 


proa! ¿a rl 


2. Cambiando parte del integrando por una nueva variable g(x) = t: 


IS A E OY 


En la práctica se combinan ambos métodos, ya que 1 = g(t) = t = g!*(x). 
La función que se utilice tendrá que tener derivada continua para que se 
pueda realizar la nueva integral, e inversa para poder deshacer el cambio. 


Ejemplo 5.36. Hallar la integral fe (£? + 3)“ dx 
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Solución. Hacemos el cambio de variable buscando la derivada de una po- 


tencia: 
2 
2 4 u=2x*+3 feg J 4 
x(x +3) dx = = | uř— = - | u“ du = 
f ( ) pen 2 2 
lu 243)" 
at A 
25 10 
cos 3t 


Ejemplo 5.37. Hallar la integral fe .. 


Solución. Hacemos el cambio de variable buscando la derivada de una po- 
tencia: 


cos 3t dt 1 u = 1 + sen 3t 
= 1 + sen 3t) ™”3 cos 3t dt = = 
e T 5f ) canal 


1 5 ly * -1 -1 
3 fe 1 12(1 + sen 3t)4 


Ejemplo 5.38. Hallar la integral fe sen e” dx 


Solución. Hacemos el cambio de variable buscando la derivada del sen: 


== T 

Jo senerda— E = f senudu=-cosu+C = - cose” +C 
du = e” dx 

Ejemplo 5.39. Hallar la integral f» ( cos x) tgx dr 


Solución. Hacemos el cambio de variable llamando t a una parte del inte- 
grando, de manera que podamos identificar dt en el resto: 


t = ln cos x 
l tgx dr = — =— | tdt = 
J ™ (eosa) cod dt = e da cda J 
A 1 2 
= -Z +0 = -5 ( m(cosa)) +C 


Ejemplo 5.40. Hallar la integral Jar +1dx 


Solución. Hacemos el cambio de variable llamando t = yz + 1, sin embargo, 
para hallar dt no derivamos directamente, sino que previamente eliminamos 
la raíz cuadrada: 


t=vVx+1>t=x+1 
vg -+1dx= = | (t*—1)t- 2t dt = 
fe RAE [a a Ji ) 


5 3 9 (,/ T)’ 2 Ty? 
= f (e -20) dr E- 4c- ii ) l ii ) LC 
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eó2 da 


Ej lo 5.41. Hallar la int l ——— 
jemplo allar la integra Ji E] 


Solución. Teniendo en cuenta que el numerador es la derivada del denomi- 
nador, salvo un factor constante, hacemos el cambio de variable buscando 
la derivada del In: 


J£- e*+1=t | 1 d mit o B+) o 
ezt +1 | 6erde=dt | 6Jt 6 - 6 
3x 
e* dx 
Ej lo 5.42. Hallar la integral A 
Jemplo allar la integra as 


Solución. En este caso hacemos el cambio de variable buscando la derivada 
del arctg: 


32 g e =t 1 dt 1 1 
| SA | | = ] arctgt+C = zarotger+O 


erl  |3etdr=dt| 3) 4+1 3 


sen yx 
J dz 


Solución. En este caso hacemos el cambio de variable buscando dejar el seno 
exclusivamente en función de la variable de integración: 


sen yx de 
I dr =| dz = 2 | sentdt = -2cost +C = -2 cos /3 +C 
yz dl 
2 


Ejemplo 5.43. Hallar la integral 


dx 
(1+2yx+1 
Solución. En este caso hacemos el cambio de variable buscando eliminar la 


raíz cuadrada, para lo cual hacemos yz +1 = t, sin embargo, en vez de 
derivar esta expresión directamente, la elevamos al cuadrado previamente: 


Ejemplo 5.44. Hallar la integral T 


vVr+l=t>r+1=tť —>r=tť-—1 
dx = 2tdt 


I dx 

(1+2Vx+1 

2t dt 2 dt 

le les arctgt+ C arctgvi+1+C 
Ejemplo 5.45. Hallar la integral f2 vad+1de 


Solución. En este caso podemos elegir entre dos opciones; hacemos el cambio 
de variable buscando eliminar la raíz cuadrada, o bien, tenemos encuenta 
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que lo expresión que hay fuera de la raíz es la derivada del radicando. 
En el primer caso, 


[NaF = 


2 ap 2 3 2 


3x2dx = 2tdt 


va d+1=t 341=%* 2 
j E fira 


y en el segundo, 


aA+l=t 


1 1 
O EE E a =f 1/2 dt = 
'É a 3x2 dx = dt TEZ 3 da 


13⁄2 2 3 2 
T A 241) +C s(a +1) Va +1+C 


El cambio de variable en la integral definida 


Cuando se hace un cambio de variable en una integral definida hay que 
cambiar los límites de integración en función de la nueva variable. Si no 
queremos cambiar los límites de integración habrá que deshacer el cambio 
antes de la sustitución. En general, 


IN Na | x = g(t) a du = g' (t) dt | N a OO di 


zo = g(to) ; z1 = g(t) to 


1 
Ejemplo 5.46. Hallar i. y 1-— zr? dr 
0 


Solución. Para resolver esta integral hacemos la sustitución trigonométrica 
x = sen x, con objeto de eliminar la raíz cuadrada generando un cuadrado 
en su interior. 


x = sent — dx = cost dt 


1 
| vra = zr=0—0=sent—>t=0 = 
0 


=1>1l=sent>t=1/2 


7/2 7/2 7/2 7 2 
Sl VI sen tcostdt= | cost edi = f A e 
0 0 0 


2 
[ft sen2t ME a 
[2 4 Jo 4 


5.5. Integración por partes. 


Integrando la diferencial del producto de dos funciones d(uv) = v du +u dv 
resulta, fd(uv) = fvdu+ fudv, de donde, uv = fudu+ f udv . Esto 
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nos permite expresar una de las dos integrales en función de la otra: 


Judo=uo= fva 


La constante de integración sólo se añade al final del proceso. 
Si la integral fuera definida, sería: 


n f(x)g'(x) de = MONO - i flalg(a) de 


Ejemplo 5.47. Hallar la integral Jesenzds 


Solución. 


u=x du = due 
Jesenzas = 5 
dv = sen z dx v = — Cosg 


= =acoso+ f cosada = —gz cos z + sen z + C 


Ejemplo 5.48. Hallar la integral far v1+ 2? dx 


Solución. En este ejemplo la elección de u y dv no resultan evidentes. 
Forzamos la situación para que el du elegido sea fácil de integrar. 


u = z? 
dv = xv 1 + x?dz 
de donde, 


du = 2x dx 


V1+222 1+222 1 
v=Jairdo= f = sds _ ( E S a 


con lo que resulta, 


2 253/2 
E MF zdr = +2’) 5 [0+ 2dr = 


3 3 
y a?(1 + a2y3/2 1 (1 pia p 12 
E 3 3 52 


2 
(1 + r? a =l + a FE 


Ejemplo 5.49. Hallar la integral [medr 
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Solución. Elegimos u = lnx y como dv el propio dz. 


u=Inx dis sota 
[heda x =0 no |da =rms-2+C 


Ejemplo 5.50. Hallar la integral fæ tgz dr 


Solución. Elegimos u = arctg x y como du el propio dz. 


u =arctgz | du = dr x dx 
Juergado— 1+22|=xzxarctgr— | ——5= 
dv = dx Fai l+x 


1 2 1 
=z arctgs- 3 | ¡pdo=warctgo ¿md La) + O 


Ejemplo 5.51. Hallar la integral Jae dx 


Solución. Elegimos u = z? y dv = e*dx. 


=r? du = 2xdx 
Jeta- o? ) a > j-e- [aede n 
v= edz | v=e 


Aparece una nueva integral J} que tambien calculamos por partes. 


u= 2x du = 2dx 
l= faat dx = = 2xe* — pe dx = 2xe” — 2e” 
dv = edz | v = e” 


de donde resulta, 


qes dr = x°e” — (2xe” — 2e”) +C = (x? — 2x +4De +C 


Ejemplo 5.52. Hallar la integral fe sen z dx 


Solución. Elegimos u = e” y du = sen zdz. 


pe a | 
fesnzar= = 
dv = sen zdz V= — Cosg 


= -e7 cosg + | etcosado =-e cosx + l 


Aparece una nueva integral J} que también calculamos por partes. 


x u = e” du = edu a P 
l = | e coszdgr = = e” seng — | e” senz dzer 
dv = cos xdg | v = sen z 
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Apareciendo, nuevamente, la integral que, en un principio, tratábamos da 
calcular. Sustituimos y operamos como si se tratara de una ecuación, agru- 
pando las dos integrales, 


MES sen x dx = —e” cos x + e” sen x — Jersenzaz 
de donde resulta, 
sfe sen x dz = —e” cos x + e” sen < 


y despejando la integral y añadiendo la constante, resulta 


E XL 
—e” COST + e” sen £x 
f esnzar= 3 +0 


Ejemplo 5.53. Hallar la integral f v a? — x? dz 


Solución. Elegimos u = Va? — x? y dv = dx. 


O 273 de —x dx 
[val AE e =a |- 


dv = dz E 
2? dz 
ie 


Aparece una nueva integral J} que calculamos sumando y restando a? en el 
numerador. 


= ry a? — a? + 


ar — Qa — TI a? — r? 


n= a = S Jar f a dx dx 
Va? — q? Va? — q? Va? — q? Va? — r? 
La primera integral es inmediata. Para calcular la segunda integral raciona- 
lizamos la expresión con lo cual resulta, 


z 
I, = a? arc sen — - | væ — a2dx 
a 


Apareciendo, nuevamente, la integral que, en un principio, tratábamos da 
calcular. Sustituimos y operamos como si se tratara de una ecuación, agru- 
pando las dos integrales, 


z 
[Vea a2? — x2 + a? arc sen - | Vds 
a 
de donde resulta, 
—— £ 
2 | Væ — z? dz = xy al — 22 + a? arc sen — 
a 


y despejando la integral y añadiendo la constante, resulta 
2 


1 
[Vera ¿eva 2? + 5 areen O 
a 
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5.6. Integración de funciones racionales 


Se llaman funciones racionales a las que vienen definidas por el cociente 


de dos polinomios. 
Pr (2) 
| Bo dx 


5.6.1. Integración de fracciones elementales 


Se denominan fracciones simples (o elementales) a las fracciones racionales 
de los cuatro tipos siguientes: 


1 IL 1 "IL Ar+B Ax+B 


I. —— . 
xr—a (x — a)” xr? +pr+q (12 + px +q)” 


siendo 1? + px + q irreducible. 
Las siguientes integrales racionales son inmediatas: 


T : dx = ln|xz — a| + C [ienee 


T-0 f(z 
u = —a 5 x= (z = yr | = 1 | 
ler A a 


1 
Pe =arctgr+C 


Integrales del tipo: 
1 A B 
ae J A y siendo z? + pz +q #0 
xt +pr+q xt +pr+q 


En el trinomio cuadrado del denominador se separa el cuadrado perfecto del 
binomio. 


1 


Ej lo 5.54. Hallar la int l —— d 
jemplo allar la integra | £ 


Solución. Expresamos el denominador como el cuadrado de un binomio, 
a? +4r +13 = (x +2) — 4+ 13 = (z +2)? +9 


de donde, 


1 dx si dx =5/ dx 
r? +4r+13 J (2+2)2+9 9 EN] E 
+1 
3 
3 1/3d 1 2 
= | / Sd = EA HC 
9 r+2 3 3 
3 +1 
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1 


Ejemplo 5.55. Hallar la integral == dx 


Solución. Expresamos el denominador como el cuadrado de un binomio, 
sacando previamente 2 factor común, 


21? — de +10 = 2[1? — 2g + 5] = 2[(4 — 1)? — 1 +5] = 2[(x — 1)? + 4] 


de donde, 
I dx =; f dx =; f dx B 
2r? — 4r +10 2J (x—1)+4 8 E 
+1 
2 
2 1/2 dx 1 x—1 
=: f E A AA 
Ea 
3z +2 
Ejemplo 5.56. Hallar la integral ¡he 


Solución. Esta integral es del tipo In + arctg. Para ello buscamos en el nu- 
merador la derivada del denominador 2x — 4 y luego separamos en dos inte- 
grales; la primera es un ln y en la segunda buscamos el arctg, expresando 
el denominador como el cuadrado de un binomio, 


PEE 3 [EHBE -if 2x + 4/3 o 

x? — 4r +8 xr? —4r+8 2J 12-40+8 
| 20d 3 16/3dr _ 
2 a? — 4r +8 2) 122-4148" 2) (1-2D2+4 
1/2dk 


3 
= Zn 1? do+s]+af 5 E 
i ES 
2 


3 =2 
= 5m0 4x +8) + tarctg +0 
5.6.2. Integración de funciones racionales con ayuda del de- 


sarrollo en fracciones simples. 


Al integrar una función racional se deben seguir los siguientes pasos: 


1. División de los polinomios.- Si el grado del numerador es mayor o igual 
que el del denominador, la primera operación es efectuar la división. 
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De donde, aplicando la prueba de la división, resulta: 


R(x) 
Q(z) 


Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales; la primera es 
inmediata por ser la integral de un polinomio, y la segunda es más 
fácil que la inicial ya que el grado de R(x) es inferior que el de Q(x). 


I P w= [odes | a 


P( 
Q(z) Q(z 
2. Factorización del denominador. Pueden darse los siguientes casos: 


P(x) = Q(x): C(x) + R(z) —> = C(x) + 


a) El denominador tiene sólo raíces reales simples. 


b) El denominador tiene sólo raíces reales, aunque alguna de ellas 
es múltiple. 


c) Entre las raíces del denominador las hay complejas simples, al- 
guno de los factores es un polinomio de segundo grado irreducible. 


d) Entre las raíces del denominador las hay complejas múltiple, al- 
guno de los factores es un polinomio de segundo grado irreducible 
que se repite. 


3. Descomponer la fracción en fracciones simples. 

La determinación de los coeficientes se puede hacer por dos métodos: 
1. Identificando los coeficientes de los términos del mismo grado de zx. 
2. Dando valores arbitrarios a x. 


NOTA: En todo momento debemos comprobar si la fracción que vamos a 
integrar es o no una fracción elemental, o la derivada de un ln. 


218 + 3x? — 6x — 12 


Ejemplo 5.57. Hallar la integral Í 773 dx 
T2 


Solución. Efectuamos la división de los polinomios, 


2r’ + 3r? — 6z — 12 | x?-4 
073 


3x2 + 2x — 12 > = 2x +3 + 
—3g2 +12 x2—a4 x2—4 


2x 
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Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso 
ambas resultan inmediatas; la primera por ser polinómica, y la segunda por 
ser la derivada de un logaritmo. 


Dya 2— 6g- 12 2 
ERE de= f(22+3)dz+ f a de = zx? +3x+ln |x? —4|+C 
z? —4 z? —4 


2x — 5x? — de + 13 
Ejemplo 5.58. Hallar la integral f E 2 2 dx 
22—4r+4 


Solución. Efectuamos la división de los polinomios, 


21? — 5x? — 4 +13 z? — 4r +4 


—2x? + 8r? — 8x 2x +3 
3x? — 12x + 13 
—32? + 12% — 12 
1 


Por consiguiente, aplicando la prueba de la división, resulta: 


2x? — 5z? — 4r + 13 REEI 1 
= 2zx As 
z2 — 4r +4 z2? — 4r +4 


Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso 
ambas resultan inmediatas; la primera por ser polinómica, y la segunda por 
ser elemental. 


2x3 — 5x? — de + 13 1 
J r? — 4r +4 sd Je+ paip lasm < 


1 1 
E 2, | = 2 
=x tat [tama a e 


(a) El denominador tiene sólo raíces reales simples. 


pla) _ pla) PA A 
ala) (2—x)le—x):(1=tn) ut £T-  L— Ln 
+34 
Ejemplo 5.59. Hallar la integral PES dx 
TÉ=DE-=8 


Solución. Efectuamos la división de los polinomios, 


2 E 25 pr 
Poe O +34 5r +4 


-x° +2 8 1 = ] + = 
-2 +2z +0 ý r2 —?2x-— $8 a Dg 
5x +4 
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Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, la primera es in- 
mediata, por ser polinómica, pero la segunda no. 


2 
xz +3x— 4 5x +4 
———— dr= | ld ———— dr = Í 
Jz e | + AE 
Para calcular la segunda integral factorizamos el denominador y descom- 
ponemos la fracción en fracciones simples. 


2 2+v4+32 2+6 i 


£ 2r—8=0—>rt= 


2 2 =2 
de donde resulta, 
544 5r +4 A B—— A(2+2)+B(2-4) 
2—-21-8 (-4(r+2) 2-4 242 — (2-4(+2) 


Los coeficientes los calculamos dando valores a z, 


x=4 > 24=64 >A=4 
== 2 > 6 = 6B »B=1 


Con lo cual resulta, 


dx +4 4 1 
1 E x ¡Hu Hu n [zx — 4| +1n |x +2] 


de donde, 


2 

3x — 4 

[z= non de = qx + 4ln |z — 4| +1n]x4+2]+C 
x? — 2g — 8 


(b) El denominador tiene sólo raíces reales, aunque alguna de ellas 
es múltiple. 


q(x) (alex) eo xs (x-z) (x-z) 
AS aa a 1 
Ejemplo 5.60. Hallar la integral f 4 a dx 
2%—u 
Solución. Efectuamos la división de los polinomios, 
O A $52 

e, e xa—1 z£ x zt- -r1 al! 
pedi e r í a > Eaa 


=2%=1 
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Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, la primera inmediata, 
por ser polinómica, y la segunda no. 


4 3 2 
a—a—e-—1 —x— 1 £ 
f AT do= | zdz + | zdi th 


Para calcular la segunda integral factorizamos el denominador y descom- 


ponemos la fracción en fracciones simples. 
r? — r? = a (x — 1) 


de donde resulta, 


—=x—1 -x-1 A B C — Ax(e-1)+B(x-1)+Cx? 


aa ala-1) x= 2-1 a?(a —1) 
Los coeficientes los calculamos dando valores a z, 
x=0>-1=-B=>B=1 
=1>-2=C —C = -2 
z = 2 — —3 = 2A + B + 4C — -3 = 2A +1 -8 — 2A = 4— A= 2 


Con lo cual resulta, 


—xz— 1 2 1 —2 1 
n=| e=] dæ+ f z da+ f dz = 2ln |x| -——21n |x—1]| 
xx £ x x—1 £ 


4 _r3—-r-1 2 1 
fE A da =* + 21n |x| - -= -21n|x-1]+C 
23 — q? 2 z 


(c) Entre las raíces del denominador las hay complejas simples, al- 
guno de los factores es un polinomio de segundo grado irreducible. 


p(z) p(z) A B C Mu+N 


q(x) = (x — x1 )(x — x2)? (ax? + bz + c) A ror (x — z2) az?+br+c 


8x? + 6r +6 
z 
r3 — 3r? + 7r — 5 


Ejemplo 5.61. Hallar la integral il 


Solución. Factorizamos el denominador y descomponemos la fracción en frac- 
ciones simples. 


1 -3 7 -5 x? — 3x? + 7x — 5 = (x — 1) (£? — 2z + 5) 


1 1 -2 5 2 2+ v4- 20 
[EE 5 0 7 2r+5=0>r= 2 


Sin solución. 
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De donde resulta, 


8z? +6xr+6 84646 A Mi+N 
ad—3a24+ 705 (2-1íx?-20+5) 2-1 22-20+5 
A(x? — 22+5) + (Mx + N)(x-1) 

(x — 1) (22 — 2x + 5) 


Los coeficientes los calculamos dando valores a z, 


x=1>20=44>A4=5 
x=0>6=54-N > N=5A4-6=25-6=19 
x = 2 — 50 = 5A + 2M + N — 50 =25+2M +19 => 2M =6>=M=3 


Con lo cual resulta, 


8x? + 6x +6 5 3x +19 
dx = dx - dx = 51 -1|+1 
e E a á aos Si a 


Para calcular la integral J} siempre seguimos el siguiente procedimiento: En 
primer lugar expresamos la parte literal del denominador como el cuadrado 
de un binomio y al binomio le llamamos t, 


r? — O (x-1) —1+5=(r-1) +4 


Con lo cual resulta la siguiente integral, 
3z +19 3x +19 g=I=t 3t + 22 
j Joa sl ho ll a | o 


Para resolver esta integral separamos la parte literal de la parte numérica; 
con la parte literal buscamos un ln y con la numérica un arctg 


-f 3t a+ f 22 a=? f 2t a+? f E 
J BË+4 Je2+4 2J] +4 4 J 2/441 


3 22 1/2 3 t 
= In [2 +4] 4 9 dt = = ln |t? + 4| + l11arctg - = 
EN las A 


3 -1 
= na? 2x + 5| y Larctg == 
con lo cual, resulta 


f 81? + 6x +6 
z3 — 312 + 7x — 


3 -1 
zde = 51m fr 114 y na 2x+5|4 Larctg =— +C 


(d) Entre las raíces del denominador las hay complejas múltiple, al- 
guno de los factores es un polinomio de segundo grado irreducible 
que se repite. 
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Estas integrales se resuelven buscado una fórmula recurrente, o mediante el 
método de Hermite. 


Método de Hermite. Consiste en tratar todas las raíces como si fueran 
simples y añadir un término complementario que es la derivada respecto de x 
de un cociente en el que el denominador se obtiene multiplicando los factores 
de raíces multiples elevados a su exponente disminuido en una unidad y el 
numerador es un polinomio de grado una unidad menos que el denominador 
resultante. 


ple) p(x) 
f qla) 3 J (x — xı)(x — x2)? (ax? + br + c)(dx? + ex + f)? a 


plx) A B Mz +N Px+Q 


aa | 
qlz) xx u—zwz art+brye dail+er+f 


F d Rr? + Sx +T 
dx | (x — z2)(dx? + ex + f) 
de donde, 
[Eu | i f aos o 
q(x) 22] £ — T2 ax? +br +c 


Pr+Q Rz? + Sx +T 


dx? +er + f i (x — x2)(d1? + ex + f) 


Nota. Debemos observar lo siguiente: 


1. Como el término complementario es una derivada no necesitamos in- 
tegrarlo. 


2. Las raíces simples no aparecen en el denominador del término comple- 
mentario. 


Esquemáticamente el método de Hermite se puede recordar de la siguiente 
forma: 


polinomio de grado 
plz) 3 > | todas las raíces | d el que resulte en el denominador -1 


como simples dx producto de factores múltiples, 


eleados a su exponente -1 


dx 
(1 +02) 
Solución. Dado que z? +1 = 0 no tiene raíces, se trata de una raíz compleja 
de multiplicidad 2. Con lo cual, aplicamos el método de Hermite y resulta: 


1 MEN d |Ar+B 
(+2)? 1+? dr|1+r? 


Ejemplo 5.62. Calcular, f 


358CAPÍTULO 5. INTEGRAL DEFINIDA. CÁLCULO DE PRIMITIVAS 


Derivamos el cociente y sumamos las fracciones, 


1 _Mzx+N  A(14+2?)-2x(42+B) 
(+3)? 1+2? (1 + x?) E 
_ (Mr +N)(1 +2?) +A(1 +2?) — 2r(Ar + B) 
(1 +22) 


calculamos los coeficientes dando valores a x 


=0 >1=N+A N+A=1 

=1 >1=(M+N)24+24- 24+B) 2M +2N +24-24-2B=1 
z=-—1—>1=(-M +N)2+2A+2(-A+B)f -2M +2N 424-924 9B=1 
=2 —1=(2M+N)5+5A-4(2A+B) J 10M +5N +54-84-4B=1 


N+A=1 A=1-N A=1/2 

2M+2N -2B=1 2M +2N -2B=1 | 2M-2B=0 

-2M+2N +2B=1 3% + 2° 4N=2> N=1/2 f N=1/2 

10M +5N -34-4B=1) 44-2.2) 6M+N-3A=-1] 6M -3A = -3/2 
A=1/2] A=1/2 
B=M | B=0 
N=1/2 f N=1/2 


6M=0) M=0 


luego, 
de. f/1/2dx d | 1/2x ZA z 
larn li a [A de= zarotgn t aate 


5.7. Integración de expresiones trigonométricas 


5.7.1. Integración de potencias de funciones trigonométricas 


Consideremos integrales del tipo: 
I sen” z cos” x dx 


existen dos casos para los que se puede resolver la integral, 


1. Si alguno de los exponentes es un número impar y positivo, se separa 
uno para el diferencial y el resto se transforma en el contrario, mediante 
la formula fundamental de la trigonometría sen? x + cos? x = 1, y 
al contrario se le llama t. El segundo coeficiente puede ser cualquier 


número real. 


Por ejemplo, si m = 2k + 1 , entonces, 


sen? t1 y = sen? z - sen g = (sen? x)" sen g = (vi — cos? x)" sen x 
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2. Si los dos exponentes son pares positivos, se van rebajando los grados 
con las siguientes fórmulas trigonométricas. 


2 1 — cos 2q 2 1 + cos 2q 
senta = 732 cos a= O 


Ejemplo 5.63. Hallar la integral ES xz cos? a da 


Solución. Tenemos, 


i sen? z cos? z dz = f sen? x cos? x sen £ dz = 
= fa — cos? 1) cos” x sena dx = Jos x — cos! x) sen x dx = 


_ | coszr=t PER 2 44 EE dl an 
E fe 2 3 Eo 


S cos? T cos? T 


c 
3 A 


32 
Ejemplo 5.64. Hallar la integral aa F 


Solución. Tenemos, 


3 
f e dz = ES 2x: (cos 20) 9 da = 
cos 2x 


= ES 2x (cos 21)79/2 sen 2x du = 
= fo — cos? 2x) (cos 2x)7?/? sen 2x dx = 
= f (tos 24) — (cos 2012) sen 2z da = 
= =f (teos 21) — (cos 20)12) (-2 sen 21) dx = 


_ | cos2r=t E 3/2 ,1/2 le? 162 E 
e e 2 fe d 2 A C 


e -1/2 , 1 3/2 
z +37 +C = (cos 2x) + 3 (cos 2x) +C 


Ejemplo 5.65. Hallar la integral J sentado 
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Solución. Tenemos, 


fsotado= | (sen?a) an= (EY ao 


1 1 
= q | (1 200520 +cos*20) de = 7 f (1200822 + 


1 4 
+ cos 2) d 


4 2 


1 1 
= $ f (2- 4cos2x +1 + cos42) de = 3 f (8- 4cos22 + cosda) de = 


3x sen2x sen4r 
} = HC 
Oaar a a 


E (3 Petr, ento) 
R 2 4 


5.7.2. Integración de funciones racionales del sen y del cos 


Consideremos las integrales del tipo f R(sen z, cosx) dx, donde R es una 
función racional. 

En general, esta integral siempre se puede transformar en una integral 
racional mediante el cambio tg(x/2) = t. 

Como resultado de esta sustitución tenemos: 


2 


telx/2)=t = x/2=arctgt > x= ?2arctgt => dz = 18% 
sen Ž = E a 
a 2 T 2 
sa t a e i A zA 
MO FE 
1 cos x = cos? E sen? Ž = : á A 
2 2 1+ 14 1+ť 


El cambio general tg(x/2) = t siempre resuelve la integral, pero en muchos 
casos conduce a cálculos complicados. Existen tres casos particulares en los 
que la integral se puede resolver de una manera más fácil que con el cambio 
general. 


1. Sila función R(sen x, cos x) es impar respecto a sen x, o sea, si 
R(— sen z, cos x) = —R(sen z, cos x), 
entonces la integral se racionaliza con ayuda de la sustitución cos x = t 
2. Sila función R(sen z, cosx) es impar respecto a cos x, o sea, si 
R(sen z, — cos x) = —R(sen z, cos x), 
entonces la integral se racionaliza con ayuda de la sustitución sen x = t 
3. Sila función R(sen z, cosx) es par respecto a sen x y cosx, o sea, si 


R(— sen z, — cos x) = R(sen z, cos 2), 
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entonces la integral se racionaliza con ayuda de la sustitución tgx = t 
En este caso, como resultado de esta sustitución tenemos: 


1 
tex=t = arctgt dr = —— dt 
TIE A gT g arc tg => E +2 


sen t = == = == 


COS £ 
1 ++t2 yl +t2 
1 


dx 


Ejemplo 5.66. Hallar la integral 1 
sen £ 


Solución. La función es impar respecto al sen x, por tanto, hacemos el cambio 
cosx = t, de donde resulta, 


1 cosx = t —> sen x = y1 — t? 
I dis nodod 8 dt |= 
— sen z dz = dt > dx = = 
sen z AT A 


> Í A d= [aa | Hen 
OJ Vivi- J 1-8" 2-1" 
Que es una función racional, 


1 1 A A A(t-1)+B(t+1) 


Rai O EA A A PES y 


Los coeficientes los calculamos dando valores a x 


x= —1 — 1 = —2A — A = -1/2 


de donde, 
—1/2 1/2 —1 1 1 t—1 
[= | = l 1 l I=] HC = 
Pa ¡Eu 3 n |t+ [es n |t—1]| ml C 
1 cosx — 1 
= -ln | ———|+C 
2 + 
dx 


Ej lo 5.67. Hallar la int l 
Jempto A A repre 


Solución. Hacemos el cambio general tg(x/2) = t, con lo cual resulta, 


2 dt o 2t 1-4 
a. Pa A 


dx = 
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de donde, 


(2 + cos x — 2senx)senx == te 4t 2t 1+ O 


Cra FEILE 
S dt -f 1+ EE" 
g Deika 4t, t(12-4t+3) 
1422 


que es una integral racional, para resolverla la descomponemos en fracciones 
simples. 


4+y16-12 4+y4_4%+2 E 


141 -4 B AN C _ A(t-3)(t-1) + Bt(t — 1) + Ct(t — 3) 
t(t-3(6-1) t t-3 t-1 t(t — 3)(t— 1) 


Los coeficientes los calculamos dando valores a x 
t=0>1=34>A=1/3 


t=1>2=-20>C=-1 
t=3>10=6B>B=10/6=5/3 


de donde, 


-F AR E TE p 


1 zT, ð z z 
=> bje ie mes SA nje 1/40 


5.8. Integración de funciones irracionales 


5.8.1. Radicales semejantes 


Las integrales del tipo 
ax +b\mi/nı /ax + bymz/n2 ax + bN Mk/Nk 
atalara Aea Aea O 
cx +d cz+d cr+d 
se convierten en racionales con el cambio de variable, 


J b b 
4 y =t > Thr donde a = mem{n1, n2, Nk} 


Ejemplo 5.68. Calcular la integral f (2z 3)? 
m % š alCcular ta integra A VTA ATAR 
ES A (Qu — 3)1/3 + 1 
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Solución. Expresamos las raíces con índice común. 


(2% — 3)1/2 vV2r -3 ¿/(Qx — 393 
A x= a a =I 
(22 —3)/3 +1 Ya Br” A 
y hacemos el siguiente cambio: 


Vr—3=t > 2%2-3=8" > 2dr = 6třdt — de = 34 dt 


de donde, 
t 3t8 
= 3dt = | —— dt =I 
f t? +1 I t? +1 


que es una integral racional, para resolverla efectuamos la división de los 
polinomios. 


36 | 241 
—3t8 — 319 38 — 34% + 344 — 3 
— 310 
36 + 344 Por consiguiente: 
314 8 
34 — 38 a al 38 — 34 + 32 — 3 + A - i 
312 
38? +3 
3 


Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso 
ambas resultan inmediatas; la primera por ser polinómica, y la segunda por 
ser elemental. 


dz = } = 
241 z 7 5 + 3 3t+3arctgt4C 


7 5 3 
T= [0 at+ 38 3)de+ f 5 Id 


1 1 1 
=3| (0 aye ¿(21 39422 3)3/6 — (2-3) P +arcte(23-3)4| +C 


5.8.2. La sustitución trigonométrica 


Las integrales de la forma: 


Jarl Vat te F c) de a#0, b -—4ac#0 


se suelen resolver mediante la sustitución trigonométrica o bien la sustitución 
hiperbólica. Para ello, formamos previamente el cuadrado perfecto en el 
trinomio ax? + bz + c, y realizando la correspondiente sustitución lineal, la 
integral se reduce a uno de los siguientes tipos: 


fre p? — t?) dz, [Reve -P 2 — p?) dz, fre VE +p?) de 
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A la primera integral se le aplica cualquiera de las sustituciones: 
t=psenu, t=pcosu, t=ptghu 
a la segunda, las sustituciones: 
t=psecu, t=pcoshu 
y a la tercera, las sustituciones: 
t=ptgu, t=psenhu 


En general, para elegir el tipo de sustitución que se va a aplicar, se tiene 
en cuenta que de lo que se trata es de eliminar la raíz cuadrada, buscando 
un cuadrado en su interior, para ello se elige la fórmula fundamental de la 
trigonometría o de la trigonometría hiperbólica que convenga. 


2 2 2 


cos? a+senta=1 —=>c«08%0=1-senta 
2 Doaa OTE 2 
cosh* a — senha =1 — cosh*q= 1>+senh* a 


En todos estos casos, el cuadrado se elimina con la raíz, ya que el radicando 
resulta positivo. 


Ejemplo 5.69. Calcular la integral f y 1-— zr? dr 


Solución. Aplicamos la sustitución x = sent y transformamos la integral en 
una integral trigonométrica. 


[V ra= | E | = f T= sent cos tdt = 


dx = cos tdt 
1 2t t 2t 
= | costcostdt= | cos? tdt = TLO dt=-4 pia C= 
2 2 4 
t 2 t t 1 1 
= + FO = i l gr l1-1a2+C 


de donde, al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que: 
sent=x — t=arcsenx=, cost= yl-— r? 
Ejemplo 5.70. Calcular la integral J v x? — 1dr 


Solución. Aplicamos la sustitución z = cosht y transformamos la integral 
en una integral hiperbólica. 


[V-a | y = poeh | = f Vost- senh t dt = 


dx = senh t dt 
= sent senhtdt= f senhet = [E at a O 


2 4 


2 ht ht t 1 1 
ae o n r? —1 5 In |z + -1| +C 
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de donde, se han tenido en cuenta las siguientes fórmulas: 


cosh 2t — 1 


> , senh2t = 2senht cosh t 


senh? t = 
y al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que: 


cosht=x => t=argcosha = In [a + 221), senht = y z? — 1 


Ejemplo 5.71. Calcular la integral I y 4x — x? de 


Solución. Formamos previamente el binomio cuadrado en el radicando. 
de — x? = — |x? — da] = —[|(x — 2)° — 4] =4- (xr 2) 


de donde, aplicando la sustitución x — 2 = 2 sen t, transformamos la integral 
en una integral trigonométrica, en efecto, 


— 2 = 2 sent 
e oO Aaa AN A = 
1 4x — x? dx fva (x — 2)? dz kam 004 
= f VAZ tsent 2costdt =4 | VTZ sent cos t dt = 
1 2 2t 
=4 | cost costat =4 feostrara ER ap E J+C= 


-2 —21 
= 24 + 2sent cost +C = 2arcsen — +25 y Va r? +C = 


— 2 — 2? 
= 2arc sen +5 y 4r- r2? +C 


2 


de donde, se han tenido en cuenta las siguientes fórmulas: 


1 + cos 2t 


7 , sen2t= 2sent cost 


cos? t = 


y al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que: 


x—2 —2 —2 1 
sent = == > t= arcsen — cost = y/1 = => 43 — q? 


Ejemplo 5.72. Calcular la integral ] vV4+ 2? de 


Solución. Aplicamos la sustitución z = 2senht y transformamos la integral 
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en una integral hiperbólica. 


2 _ 
O / z _ | 2/2=senht 
f Sa do=2/ de (5) BA E 
1 h 2t 
=2 f cosht-2coshtdt =4 f cosida [EA y 


2 
r ( x senh 2t 


2 4 


) +C = 2+ senh 2t +C = 


= 2argsenh 5 + 2senh t cosh t + C = 


T 22 T 212 
sow 441 (5) 224/1 (E) 2 
Te + 3 + 7 + 3 +C 
4/4 2 
sak Le IVA +C = 


2 
=2In (z+ 4422) +3V4+ +C 


5.9. Problemas propuestos del Capítulo 5 


Ejercicios propuestos del Capítulo 5 


Soluciones en la página ?? 


5.1. Calcular las siguientes integrales 


2 3 
a) fso x cos” x dx 


Problemas resueltos del Capítulo 5 
5.1. 


Solución. 


Problemas propuestos del Capítulo 5 


Soluciones en la página 381 


5.1. 


Capítulo 6 


Aplicaciones de la integral. 


6.1. 


Cálculo del área de una figura plana. 


En general, para calcular el área de una región plana: 


1. 


Si las 


La dividimos en franjas, infinitamente estrechas, de manera horizontal 
o vertical, 


Suponemos que las franjas son rectángulos, con lo cual su área se 
obtendrá como el producto de la base por la altura (la base será el 
diferencial correspondiente dx o dy), es decir, 


da = hdz, o bien, da = h dy. 


Calculamos el área total como la suma de las áreas de los infinitos 


rectángulos: 
b 
A= T da 
a 


Los límites de integración se determinan estudiando el recorrido del 
diferencial correspondiente. 


curvas se cortan dentro del intervalo de integración, entonces habrá que 


descomponer la integral en dichos puntos y calcular las áreas por separado. 


En particular, 


Proposición 6.1 (Área bajo una curva). El área del trapecio curvilíneo 
limitado por la curva y = f(x), siendo f(x) > 0, por las rectas verticales 
xz =a yx = b y por el segmento [a,b] del eje Ox viene definido por la 
integral, 


A= f fad: 
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Proposición 6.2 (Área entre dos curvas). El área de la región limitada 
por las curvas y = fi(x) e y = falx), siendo f(x) < falx), y por las rectas 
x =a yx = b viene definida por la integral, 


b 
/ [fa(a) — f(2)] de 


Ejemplo 6.1. Hallar el área de la región comprendida entre la parábola 
a=y?+1 y la recta z=3 

Solución. En primer lugar localizamos el recinto. Podemos utilizar la función 
tal como viene definida o bien trasladarla y girarla con objeto de hacer 
coincidir la recta x= = 3 con uno de los ejes de coordenadas. En este 


ejemplo, utilizaremos la función tal como viene definida y dividiremos el 
recinto en franjas horizontales o verticales. 


(a) Franjas horizontales: 


Los puntos de corte de ambas curvas son: 


r=3>3=y4 +1 > y= V2 > (3, +12) 


X A . F : P 
el diferencial de área viene definido por: 


da = h dy = (3—x)dy = [3-(y?+1)]dy = (2—y°)dy 


Con lo cual el área total será: 


a= f| aza [Cea E] (2-22) _ 8v2 


(b) Franjas verticales: 


En este caso los límites de integración son: 
xı=l y r2=3 
el diferencial de área viene definido por: 


da = hdz = (2y)dz = 2Vx — 1 dz = 2(x — 1)dx 


Con lo cual el área total será: 


a= [a= yeah] -22v 0) _ e 


1 


Ejemplo 6.2. Calcular el área de la región comprendida entre las parábolas 
=y+1 y 1=3-g. 
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Solución. En primer lugar localizamos el recinto. Podemos utilizar las fun- 
ciones tal y como vienen definidas o bien intercambiar la z por la y con 
objeto de que sean funciones respecto de x. En este ejemplo utilizaremos 
las funciones tal y como vienen definidas y dividiremos el recinto en franjas 
horizontales. 


Los puntos de corte de ambas curvas los obtenemos 
por igualación: 


y y +1=3-y?>29*=2>y=+1 


Es decir, P(2,1) y QQ,-1) 


el diferencial de área viene definido por: 


da = hdz = (24—2:)dy = [(3-y?) -(y?+1)] dy = 
= (2 2y”)dy 


Con lo cual el área total será: 


1 i 1 ya? 1 8 
a=) da=2 f da=2 [0-20 =4 |y- E =4(1-2)=< 
-1 0 0 3 0 3 3 


También podemos dividir la región en franjas verticales, pero en este caso 
el cálculo del área resulta un poco más complicado, ya que tenemos que 
descomponer la región en dos regiones. En efecto, 


2 3 2 3 
A= Í daı +/ das = J 2yidx +/ 2yadx = 
1 2 1 2 


= [avi=140+ f 213=2d0=0 [* A] 2 Emp 


Ejemplo 6.3. Calcular el área de la región limitada por las gráficas de 
y = (7-2)? e y=3. 

Solución. Para facilitar los cálculos podemos desplazar el recinto 2 unidades 
a la izquierda, con objeto de centrarlo en el eje de ordenadas, con lo cual la 
región estará limitada por las gráficas de las funciones y = 1?, e y = 3. 
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Dividiendo el recinto en franjas verticales, tenemos: 
da = hdz = (3 — y) dx = (3 — 22)dx 


y los límites de integración: 


de donde, 
v3 v3 37 V3 B 5 E 
a=f da=2 | (3 — xz?°)dz = be- 5 = 313-343 = 4V3 
-v3 0 3 3 


También podemos dividir el recinto en franjas horizontales, y tenemos: 


da = h dy = (2x)dy = (2/y) dy = 24? dy 


de donde, 


3 
3 3 243/2 
a= | a=2 f ydy =2 2 = 4v3 
0 0 3 Jo 


6.2. Cálculo del volumen de un cuerpo 


6.2.1. Volumen de un cuerpo cualquiera: Método de sec- 
ciones 


En general, para calcular el volumen de un cuerpo: 


1. Lo dividimos en secciones, rebanadas o lonchas, infinitamente estre- 
chas, mediante cortes con planos perpendiculares a una dirección de- 
terminada (normalmente uno de los ejes de coordenadas o una recta 
paralela a uno de ellos), 


2. Suponemos que las secciones son cilíndricas, con lo cual su volumen se 
obtendrá como el producto del área de la base por la altura (la altura 
será el diferencial correspondiente dx o dy), es decir, dv = S(x) dx, o 
bien du = S(y) dy. 


3. Calculamos el volumen total como la suma de los volúmenes de las 


infinitas secciones: . 
V = f dv 
a 


Los límites de integración se determinan estudiando el recorrido del 
diferencial correspondiente. 


En particular, 
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Proposición 6.3 (Método de las secciones). Si el área de la sección de 
un cuerpo por un plano perpendicular al eje Ox puede expresarse en función 
de x, es decir, S = S(x), siendo a < x < b, entonces el volumen de la parte 
del cuerpo comprendida entre los planos x = a y x = b, perpendiculares al 
eje Ox, viene definido por la fórmula: 


v= f Side 


6.2.2. Volumen de un sólido de revolución: Método de discos 


Al cortar un sólido mediante planos perpendiculares al eje de giro las sec- 
ciones que se obtienen son discos, con lo cual su volumen viene determinado 
por dv = rr?dx, o bien, du = 1r?dy, si el eje de giro es frontera a la región 
que gira; y por dv = r(rá — r?) dx, o bien, dv = r(rá — r?) dy, si el eje de 


giro es exterior a la región que gira. 
En consecuencia, 


Proposición 6.4 (Giro de trapecio curvilíneo). Si un trapecio curvilí- 
neo limitado por la curva y = f(x), el eje Ox y las verticales por los puntos 
xz =a yx =b gira alrededor del eje Ox, entonces el volumen del cuerpo de 
revolución que se engendra viene definido por la fórmula: 


b 
V=.f y de 


Proposición 6.5 (Giro de región entre dos curvas). Si la región limi- 
tada por las curvas y = fi(x), e y = falx), siendo O < fi(x) < fala), y las 
verticales por los puntos x = a y x = b gira alrededor del eje Ox, entonces 
el volumen del cuerpo de revolución que se engendra viene definido por la 
fórmula: 


b 
V=.f (y2 — yi) de 


6.2.3. Volumen de un sólido de revolución: Método de los 
cilindros 


Si dividimos un sólido de revolución mediante cilindros concéntricos con 
el eje de giro, cada cilindro con un espesor infinitesimal. El volumen de 
cada uno de estos cilindros vendrá determinado por: dv = 2rrhdx, o bien 
dv = 21rrh dy. 

La región generatriz deberá estar a un solo lado del eje de giro, en ca- 
so contrario habrá que descomponer la integral y hacer los volúmenes por 
separado. También habrá que descomponer la integral si la región viene de- 
terminada por dos curvas que se cortan dentro del intervalo de integración. 
Este método también se llama de «capas». 
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Ejemplo 6.4. Hallar por el método de discos y por el de capas el volumen del 
sólido generado al girar la región comprendida entre la parábola z = y2 + 1 
y la recta x = 3 alrededor de la recta x = 3. 


Solución. En primer lugar localizamos el recinto. 


Podemos utilizar la región tal como viene dada o 
bien trasladarla y girarla con objeto de que el giro 
de la región de haga sobre uno de los ejes de co- 
ordenadas. Así, pueden utilizarse, por ejemplo, las 
funciones y =—x? + 2, o bien, y = 12? — 2, y girar- 
las sobre el eje Ox. En este ejemplo utilizaremos la 
función tal como viene definida. 


Figura 6.1: Método de discos 


dV = rr? dy = 1(3 — 2)?dy = 1(3 — y? — 1)?dy = r(2-— y?) dy 


Hallamos los límites de integración para la variable y: 


r=3 > 3=y?+1 = y =>=+=v2 


con lo cual, el volumen total, al ser simétrico, será: 


v2 v3 v3 A 
v=/ av =2 f av = 27 | (2 — y?) dy = 
0 0 


-v2 
ya das 1V 
0 3 5 Jo 
2  4y2 140/24 12 
= 21 (9/-58,22) _ an y T -- Be 


2. Método de las capas. 
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Figura 6.2: Método de capas 


Hallamos el volumen de un cilindro elemental dV, 
dV = 21 rh dz = 25(3 — 2)(2y)dx = 41 (3 — 2) Vx — 1 dz 
con lo cual el volumen total será. 
3 3 
v=/ dv = an f (3— 0) Vx — 1dx = 


a-1=8*=>x=t?+12 de = 2 dt v2 2 
— =4 3 — t^ — 1)t2t dt = 
eee | r| l ) 


v2 v2 
= sn | (2 - 4) dt = sn | (242 — ¿%)dt = 87 E =L 
0 0 


me ES e) (e E 20/2—12/2  64rv2 
= ST = — |=097 3 “Bu = OT = 


3 5 3 15 15 


Ejemplo 6.5. Calcular el volumen generado al girar la región comprendida 
entre las parábolas x = y2 +1 y z =3—y?, alrededor del eje OY, aplicando 
el método de discos y el de capas. 


Solución. En primer lugar localizamos el recinto. 


Podemos utilizar la región tal como viene dada o 
bien intercambiar la x por la y con objeto de que 
sean funciones respecto de x. En este ejemplo uti- 
lizaremos la función tal como viene definida. 

Los puntos de corte de ambas curvas los obtenemos 
por igualación: 


y +1=3-y? > 2? =2 > y=+1 


Es decir, P(2,1) y Q(2,—1) 


1. Método de discos: 
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IN 


Figura 6.3: Método de discos 


Hallamos el volumen de un disco elemental dV, 
dV = nr3dy — nri dy = m(xq — 27)dy = 1 [(3 — y’)? — (y? + 1)7] dy = (8 — 8y*)dy 


Los límites de integración para la variable y son y = +1. Con lo cual, el 
volumen, al ser simétrico, será: 


1 1 1 
v=/ v=2/ dv=2% | (8 — 8y?) dy = 
—1 0 0 


Sal” 8\ 32 
= 2r [sy - $y”! = (8-5) = 
0 


2. Método de las capas (cilindros). 


Figura 6.4: Método de cilindros 


Hallamos el volumen de un cilindro elemental dV, 
dV = 2rrh dx = 2r (2y)dx = 4rxy de 


Ahora bien, el valor de y cambia a partir de x = 2, por tanto tendremos 
que descomponer la integral en este punto. Los límites de integración para 
la variable x son zo = 1, 11 = 2 y z2 = 3. Con lo cual el volumen total será: 


2 3 2 3 
v=/ avi+ | dvs =4r f sya Tde + 4r | rv 3 — zdz 
1 2 1 2 
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Ambas integrales se resuelven por cambio de variable, 


r =t +1 > de = 2tdt 


1 5 371 
2t 2t 2 2 16 
= 2% + 22%) dt = = = 
f Pa E T 5371 


: gz—-1=¢ť l 
n=f 0/7 Tdr=| ta (2 +1)t2t dt = 
1 (0) 


3 nz —3_ +2 0 
n= av3Tzds = |; He “| (3 — ?)t(-2t) dt = 
2 1 


dx = —2t dt 
0 3 570 
—6t 2t —6 2 2 8 
= —6t? + 2 dt = | = 42) =2 = 
0 ( T2) | 3 5 | ( 3 5) 5 5 


Con lo cual, el volumen es, 


16 8 
V = 4r(h + La) = ar + E) = 4r 


40 1607 32r 


15 15 3 


Ejemplo 6.6. Dada la región limitada por las gráficas de y = yz, y =0 y 
x = 4, obtener, aplicando el método de discos y el de capas, el volumen del 
sólido formado haciendo girar dicha región en torno al eje OX y al eje OY. 


Solución. 1. Giro en torno al eje OX 
(a) Método de los discos: 


= N 


=l 
—2 


Figura 6.5: Método de discos y cilindros 


Por el método de discos, el diferencial de volumen es: 
dV = nr?°dz = ry?dz = ra dx 


de donde, el volumen total será: 


4 4 x214 
v= f av= [rodea [5 = 8T 
0 0 2 lo 


(b) Método de cilindros. El diferencial de volumen es, 


dV = 2rrh dy = 2ry(4 — x) dy = 2ry(4 — y?) dy = 2r (4y — y?) dy 
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de donde, el volumen total es, 


2 2 2 
V= f dV = f 27 (4y — y’) dz = 27 a — a = 2r (8 — 4) = 8r 
0 0 4 0 


2. Giro en torno al eje OY. 


=> 
X 
Figura 6.6: Método de discos y cilindros 
(a) Método de discos. El diferencial de volumen es, 
dV = r (r2 — r?) dy = qr (16 — 2?) dy = T (16 — y*) dy 
de donde, el volumen total es: 
2 2 572 
32 128 
v= f av= [ns y)ay=" (169 - E =m82= —) = de 
0 0 5 lo 5 5 


(b) Método de los cilindros. El diferencial de volumen es, 
dV = 21 rhdx = 21xy de = 2721 dx = 210 dx 


de donde, el volumen total es 


4 
v= f av= [ae a Sea 
0 0 j 


5 5 5 


Ejemplo 6.7. Obtener el volumen del sólido formado al girar la región 
limitada por las gráficas de y = (x — 2)? e y = 3, en torno a la recta y = 3, 
aplicando el método de discos y el de capas. 


Solución. Para facilitar los cálculos podemos desplazar el recinto 2 unidades 
a la izquierda, con objeto de centrarlo en el eje de ordenadas. Con lo cual 
el volumen se generará al girar la región limitada por las gráficas de y = z? 
e y = 3, en torno a la recta y = 3. También se podría voltear la región con 
objeto de hacerla girar en torno al eje Ox, sin embargo, la integral resultante 
en esta caso es un poco más difícil. 
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y Y=(-2? 


Figura 6.7: Método de discos y cilindros 


1. Método de discos. Hallamos el volumen de un disco elemental dV: 


dV = rr? dz = r (3 — y)? de = 1(3 — 2%)? de = 1(9- 6x? + xt) de 


Los límites de integración para la variable z son +v3, y al ser la región 
simétrica resulta: 


v3 v3 v3 
v=/ av =2 f dav =27 | (9 — 62? + 2%) de = 
-v3 0 0 


v3 
an (9v3- 2. 215420) - 


4543 — 3043 +93 48743 
5 5 


5 
= 27 90204 E 
5 Jo 


= 2r 


2. Método de los cilindros. Hallamos el volumen de un disco elemental dV: 


dV = 2rrh dy = 27 (3 — y)2/y dy = 47 (3 — y) yy dy 


Los límites de integración de la variable y son 0 y 3, con lo cual el volumen 
total será: 


3 3 3 
v=/ av = 4a | (3-y)yTdy = 4r | (3y? — y3/2) dy = 
0 0 0 
3 
5/2 A 
= an 20 - a = iml2-3v3- 2 £l- da - a pa 


0 


6.3. Límite de sumas 


Los siguientes límites pueden calcularse mediante integrales: 


Proposición 6.6. 


O = f fod 
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viín+1+-::*"+vy4n+n 


Ejemplo 6.8. Calcular el siguiente límite, lím 3/2 
n—=00 n 


Solución. Este límite lo podemos resolver mediante integrales, en efecto: 


vViín+1+--+vy4n+n k Vin+tI+--+v4n+n 
= 1m =, 


a n372 EE Ban 
n a n 
si IO — D A 
n= n yn MOSE n 
1 
1 1 3/2 
2(4 2 
5) Virido= | (4+3)? = l | = 3(5v5 8) 
0 0 
0 


6.4. Problemas propuestos del Capítulo 6 


Ejercicios propuestos del Capítulo 6 
Soluciones en la página ?? 


6.1. 


Problemas resueltos del Capítulo 6 
6.1. 


Solución. 


Problemas propuestos del Capítulo 6 


Soluciones en la página ?? 


6.1. 


Soluciones a los ejercicios y 
problemas propuestos 


Capítulo 1 


Ejercicios de la sección 1.1 (pág. 10) 
1.1.1. a) (=o,-1)U(0,1) b) [0,1]U [5,6] 
1.1.2. a) zı =1,£2=4 b)2,=1/2 t2 = 5/4 
1.1.3. a)1<xr<4 b)gz< 1/2, z> 5/4 
Ejercicios de la sección 1.2 (pág. 17) 
AL. m3 
1.2.2. yı = 6, y2 = —2. 
1.2.3. a) Circunferencia C(—3,2), r = 1, b) Punto (1,-2) c) Sin solución. 
1.2.4. a) Círculo C(3,2), r =2, b) Exterior círculo C (2,1), r =2 c) Sin solución. 
Ejercicios de la sección 1.3 (pág. 39) 
1.3.1. a) No definido, b) 0, c) 2, d) Vx + Azr+1 
1.3.2. a) (—o0,—1] U [1, +00], b) (3, +20), c) [0, 2] 
1.3.3. a) 0, b) No definido, c) Vx = 1, d) 0, e) -1, f) Vx — 1 
Ejercicios de la sección 1.4 (pág. 48) 
1.4.1. a) 1,—2,3,—4,5,..., b) —1,—1,1,1,—1,..., €) 1,2,3,4,5... 
n gue 
CNC 


1.4.3. a) converge a e”, b) converge a 0, c) converge a 0 (nota: n! < n?” 


1.4.2. a) (-1)7**2n, b) 
1 


1.4.4. a) no monótona, b) monótona decreciente, c) monótona creciente. 

Ejercicios de la sección 1.5 (pág. 77) 

1.5.1. a) 1/8, b) 1/6, c) 0 

1.5.2. a=2,b=-1 

1.5.3. a) —o0, b) +00, c) No definido. 

1.5.4. a) +00, b) —00, c) +00. 

Soluciones a los ejercicios propuestos del Capítulo 1 (pág. 83) 
1.1. a) (21,3), b) (oo, 4) U (6, +00), c) [1,5], d) (—00,5/3] U [3, +00) 
1.2. a) C(-2,1), r =2, b) fuera, circunferencia, dentro 


1.3. a) [1,3) U (3, +00) b) [-1,3) 
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1.4. a) 1/2 b) 1/2 c) 1/4c) e 
1.5. a) 4/7 b) 1/2 c) e*/? 
Soluciones a los problemas propuestos del Capítulo 1 (pág. 84) 


1.1. a) e” 


Capítulo 2 


Soluciones a los ejercicios propuestos del Capítulo 2 (pág. 139) 


a)a?+y?<4 Círculo b) x 4 y Plano, salvo y=x 
c) ly] < |z|, £ 4 0 Ángulos op. d) x? + 4y? < 4 Int. elipse 
2.1. e) x Æ y Plano, salvo recta y =x  f)+y<4 Semiplano 
g) R? Todo el plano h) y +0 R?, salvo eje OX 
1) x1y<4 franja entre hipérbola 
3/2 a) 22? b) 0 c) 4x?y? 
3 d) cos (1? + y? — 2) e) cos (2x) f) |x| 
2.3 a) Plano horizontal b) Plano c) Cono 
de d) Semiesfera sup. e) Semielipsoide sup. f) Silla de montar 
a) Circunferencias concéntricas b) Circunferencias concéntricas 
2.4 c) Hipérbola d) Rectas paralelas 
o e) Plano f) Esfera 
g) Paraboloide h) Cono 
a) In2 b) 3 c) 0 d) No existe 
e) 1 f) 0 g) 0 h) -4 
2.5. i) 3 j) No existe k) No existe 1) No existe 
m) No existe n) No existe o) 0 p) 2 
q) 0 r) 1 s) 0 t) No existe 
96 J2F(0,0)=0  b)R*—((0,0))  c)yf*l-=",y>0 
= 1df0y=y ez’ +y? <l Dy>-1,y 4-2 
a) Continua b) y # =x c) (x,y) # (0,0) 
2. d) lx] 4 2ly] e) (x,y) # (0, 0) f) Continua en (0, —2), 
yY A —2, T $ +kr 


Soluciones a los problemas propuestos del Capítulo 2 (pág. 140) 
2.1. 


Capítulo 3 


Soluciones a los ejercicios propuestos del Capítulo 3 (pág. 200) 


3.1. 
Soluciones a los problemas propuestos del Capítulo 6 (pág. 201) 
a-l: 
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Capítulo 4 


Soluciones a los ejercicios propuestos del Capítulo 4 (pág. 316) 


4.1. La función no es continua en (0,0) y por tanto no es diferenciable en dicho punto. 
Aplíquese infinitésimo seny ~ y y luego trayectorias rectilíneas. En el resto del 
plano es diferenciable por tratarse de una función elemental. 

4.2. P,(0,0) — punto silla, P2>(—1/6,—1/3) — mínimo relativo. 

Soluciones a los problemas propuestos del Capítulo 6 (pág. 317) 

4.1. Sea z = f(x,y), hagamos x = to + tur e y = zo + tuz, en consecuencia z = g(t). 
Hállese g'(0) mediante la definición de derivada y mediante la regla de la cadena e 
iguálense los resultados. 


Capítulo 5 


Soluciones a los ejercicios propuestos del Capítulo 5 (pág. 366) 


sen? T sen? T 


3 5 
Soluciones a los problemas propuestos del Capítulo 5 (pág. 366) 


Sl. 


5.1. a) +C 


Capítulo 6 


Soluciones a los ejercicios propuestos del Capítulo 6 (pág. 378) 


sen? T sen? T 


3 5 
Soluciones a los problemas propuestos del Capítulo 6 (pág. 378) 


6.1. 


6.1. a) +C 


